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Resumen

Las columnas de adsorcion de lecho fijo son el método mas aplicado a nivel industrial en el proceso de tratamiento de
aguas residuales contaminadas. El proceso de transferencia en la columna se describe a través de una ecuacién de
balance de masas y una ecuacion que describe la cinética de intercambio entre la fase liquida y la sélida. El objetivo de este
trabajo fue describir el proceso de intercambio de materia en una columna de adsorcion a través del analisis de las
ecuaciones del proceso y sus soluciones analiticas. En este trabajo se considerd una ecuacion de intercambio general con
cuatro pardmetros que abarcan varios de los casos descriptos en la literatura. Se encontré la solucién general del modelo
utilizando el método de la transformada de Laplace, y se analiz6 la forma de la solucion en relacion a valores particulares de
los parametros propuestos. La solucion general encontrada fue aplicada para describir la adsorcién del metal Cr (VI),
altamente toxico, sobre el biopolimero quitosano, extraido de descartes pesqueros. El andlisis de las soluciones analiticas
como sus caracteristicas para distintas cinéticas de intercambio son una herramienta Util para describir el proceso de
adsorcion y tomar decisiones sobre el disefio de la columna.

Palabras clave: modelado matematico, adsorcién en columnas, soluciones analiticas, transformada de Laplace.
Abstract

Continuous fixed-bed column adsorption for wastewater treatment provides the most practical application for the industry.
The transfer process in the column can be described using a mass balance equation and an exchange kinetics equation
between the liquid and the solid phase. The objective of this work was to describe the mass-transfer in an adsorption
column, analyzing the equations of the process and their analytical solutions. In this work, a general exchange equation, with
four parameters, that cover several of the cases described in the literature was considered. The general solution of the
model was found using the Laplace transform method. The shape of the solution, in relation to particular values of the
proposed parameters, was analyzed. The general solution was applied to describe the adsorption of the Cr (VI), highly toxic
metal, on the chitosan biopolymer, extracted from fishing discards. Analysis of analytical solutions as their characteristics for
different exchange kinetics is a useful tool for describing the adsorption process and to make decisions on column design.

Keywords: mathematical model, column adsorption, analytical solutions, Laplace transform.

se pueden realizar por lotes o de forma continua. La
columna de adsorcion de lecho fijo (continuo), a
diferencia de los sistemas por lote (batch), no
funciona bajo condiciones de equilibrio debido a
que continuamente se introduce a la columna la
solucion de alimentacion, llevandose a cabo un
proceso de transferencia de masa entre una fase
mévil (contaminante) y otra que se encuentra fija
(adsorbente). El sistema continuo, columnas de

1. Introduccion

La contaminacion de las aguas es uno de los
aspectos mas preocupantes de la degradacion de los
medios naturales. Existen varios procesos aplicados
al tratamiento del agua, siendo el proceso de
adsorcion uno de los més recomendados por su
versatilidad y bajo costo. Los estudios de adsorcion
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adsorcion, es el de mayor aplicacion a nivel
industrial (Xu et al., 2013). ElI movimiento
progresivo de la zona de adsorcion, desde el inicio
de la columna al comienzo de su funcionamiento,
hasta el final de la misma cuando el absorbente se
encuentra saturado, puede analizarse mediante la
representacion de las 1lamadas "curvas de ruptura”.
El proceso de transferencia en una columna se
puede describir a través de una ecuacién de balance
de masa y y una ecuacion que describe la cinética
de intercambio entre la fase liquida y la sélida, esta
Gltima se relaciona con la cinética y las isotermas
observadas en los experimentos batch. El estudio de
la cinética de adsorcion y sus soluciones resulta de
interés a la hora de predecir comportamientos y
contar con parametros de descripcion de las curvas
de adsorcion (o de ruptura). Casos particulares de
estas ecuaciones, que abarcan diferentes
complejidades, fueron resueltas muchos afios antes,
siendo algunos de estos modelos de intercambio
ampliamente usados en la actualidad para describir
las curvas de adsorcion (Bohart Adams, 1920;
Thomas, 1944). Goldstein (1953, 1953a) presentd
una solucién general que abarca la mayoria de los
casos estudiados previamente.

El objetivo de este trabajo es describir el proceso de
intercambio de materia en una columna de
adsorcion a través del analisis de las ecuaciones del
proceso y sus soluciones analiticas. En el presente
trabajo se generalizd la solucién propuesta por
Goldtein agregando un pardmetro independiente a
la ecuacion de intercambio. Se resolvio el
correspondiente sistema utilizando la Transformada
de Laplace. Asimismo, a partir de la solucion
obtenida se aplicd una aproximacion numérica para
estudiar las caracteristicas de las curvas de
adsorcién en relacion a los parametros cinéticos y
de disefio relacionados a las columnas. Por dltimo,
se proyectaron las curvas teéricas obtenidas y se
validaron con curvas experimentales de adsorcion
de Cr(VI) en particulas de quitosano.

2. Materiales y métodos

Planteo del modelo matematico.

Cuando el soluto en la fase liquida ingresa en una
columna empaquetada con un adsorbente sélido el
proceso de transferencia en la columna se describe
a través de una ecuacion de balance de masa:
de N de N g e 0
Vo1 57 o Yas =
a: ot Par T Ta2 Q)
y una ecuacion de intercambio que describe la
cinética entre la fase liquida y la solida:

dq .
E - f((‘s Q)’ (2)

dénde z (cm) representa la coordenada espacial
altura desde el ingreso de la solucién a la columna,
y t (s) la coordenada temporal, ¢ (mg.l") es la
concentracion del soluto en la fase liquida,
q (mg.gl) la concentracion del soluto en el
adsorbente, v (cm.s*) el flujo lineal, p (g.I'Y) una
constante de densidad aparente del adsorbente y D
el coeficiente de difusion axial. La forma y nivel de
complejidad de la ecuacién de intercambio (Ec 2),
que expresa la variacion de q en términos de c y q,
es responsable de la diferencia esencial entre los
diversos modelos estudiados en la literatura para
predecir las curvas de adsorcion. En este trabajo
consideraremos una familia de ecuaciones de
intercambio con 4 pardmetros que abarca varios de
los casos descritos en la literatura:

dq
at k(e — kigya — kieqyca — ko)

@)

Ya que la solucion de entrada en columna es
forzada, la difusion se desprecia en general para
este tipo de modelos, por lo que asumiremos que
D=0. Asumiremos ademas que ingresa a la columna
una solucién de concentracidn inicial constante ¢ a
partir del instante t=0 por lo que las condiciones de
borde son: g = 0 parat>0, z > vt, y ¢ = Co para
z=0,t>0.

Aplicando el cambio de variable: x = kpzlv,
y = kco (t-z/v), y definiendo ademas las variables
u=clco y v = g resulta el siguiente sistema:

du n v 0

dxr  dy
5 4
B_Z —u—av—buv—d

con v(x,0) = 0, para todo x > 0, y u(0,y) = 1 para
todo y > 0. Dénde la segunda ecuacion de sistema
(Ec 4) se relaciona directamente con la ecuacion de
intercambio  propuesta Ec (3), vya que
ovioy = oq/oy = 1(kco)*og/ot por lo que
a= kq/Co, b= k(cq), d= ko/Co.

En el presente trabajo el problema planteado en la
Ec (4), con las condiciones iniciales y de borde
dadas, fue resuelto utilizando el método de la
Transformada de Laplace, obteniendo de este modo
férmulas generales para u(x,y) (curvas solucidn).
Luego, teniendo en cuenta los cambios de variable,
se obtiene la curva de ruptura c(z,t)/co.

Proyeccién en base a isotermas experimentales.

Para validar las curvas soluciéon obtenidas vy
compararlas con curvas experimentales se
analizaron estudios de adsorcién de cromo sobre
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particulas de quitosano, tanto en experimentos
continuos como en experimentos por lote.

Se obtuvieron valores experimentales para las
constantes K, Keg Y ko de la ecuacion de
intercambio (Ec 3). Dichos parametros se obtienen
directamente de las isotermas de adsorcién de los
experimentos por lote. Por otro lado, se fijaron
valores para la constante cinética k y la densidad
aparente p. A partir de estos valores se proyectaron
curvas de ruptura para tres columnas con diferentes
condiciones operativas y las mismas se validaron.

3. Resultados y Discusién

La solucion general y los casos particulares

La solucion general del sistema (Ec 4) para la
funcion u(x,y) obtenida esta dada por:

d A(z,y) + B(z,y)

Az, y) + B(x,y) (5)

u(z,y) =

siendo

Az, y) = exp(bx) exp((d — l)by)

(1 —J (1 (a+ bd)y))
B(z.y) = GXD(W-&?)
J(((.L:LJF—-Q—b;):I’ (a+ b)y)

y
x ; .
J(zy)=1-e" / e TIo(2r3y3)dr
JO

La funcion J es caracteristica de este tipo de
sistemas y puede expresarse como una integral
impropia donde 1o es la funcion de Bessel
modificada de primer tipo de orden 0. Casos
particulares del sistema (Ec 4) fueron estudiados
con anterioridad y existen soluciones en la literatura
que datan de varios afios de antigliedad. EIl caso
a = d = 0 fue resuelto por Bohart y Adams (1920),
la isoterma de adsorcién correspondiente es una
isoterma rectangular (irreversible) y en este caso la
curva de ruptura puede aproximarse por una
funcion logistica por lo que este es el modelo méas
ampliamente usado para describir el proceso de
adsorcion (Chu, 2010, 2020; Dima et al., 2020). El
caso b = d = 0 fue estudiado, entre otros, por
Anzelius (1926) en el caso de un problema de
intercambio de calor.

En este caso la isoterma correspondiente es lineal,
la solucion depende de una integral impropia que
no puede resolverse en general y por lo tanto debe
aproximarse numéricamente. El caso d =0,a, b >0
fue estudiado y resuelto por Thomas (1944) y
también fue analizado por Hiester y Vermeulen
(1952).

La isoterma correspondiente es la isoterma de
Langmuir, que se aproxima a la isoterma
rectangular cuando a tiende a cero y a la isoterma
lineal cuando b tiende a cero. Por Ultimo, Goldstein
(1953, 1953a) resuelve un problema que generaliza
los anteriores y hace en un estudio profundo de
diversas  aproximaciones de la  solucion
considerando ademas otro tipo de condiciones
iniciales, entre otros andlisis. La solucién
encontrada (Ec 5) en este trabajo generaliza la
propuesta por Goldstein (1953), ya que se agrega
un término independiente d a la ecuacidon de
intercambio (Ec 3). La solucién (Ec 5) se obtuvo
utilizando la Transformada de Laplace, a diferencia
de Goldstein que utiliza un método operacional
muy dificil de referenciar en la actualidad. De la
solucién general (Ec 5) se pueden describir los
casos particulares mencionados anteriormente.

Asi parael caso b =0:

u(z,y) =d+ (1 - d)‘](w’ay) Q)

la solucién coincide con la descripta por Anzelius
(1926). En el caso a = d = 0, se obtiene la solucion
de Bohart y Adams (1920):

Ef(b_ 1)z

eblz—y) (1 _ e*;r) 4 elb-Daz (7)

ur, y) =

y este es el Gnico caso en el que la solucién no
depende de la funciébn J y sélo intervienen
funciones exponenciales.

En cuanto a la curva de ruptura asociada al modelo,
la solucion general est4 dada por:

o(z, 1)

Co

= z
— n.(kp;, keo(t — ;)) (8)

Analisis preliminar de las soluciones

Fijado un valor de x, la forma de la solucion general
u(x,y) en funcién de y, siempre corresponde a una
curva en forma de s tal que u(x,0) = d(1-e*)+e*y
u(x,y) — 1 cuando y — oo. A partir de la solucién
general (Ec 5) puede observarse que, cuando la
suma a+b permanece constante el perfil de la
soluciéon depende de la diferencia entre a y b,
correspondiendo los casos extremos a = 0 a la
solucién exponencial de Bohart y Adamsy b =0a
la solucién de Anzelius (Figura 1). Por otro lado, la
posicion de la curva depende del valor de a+b
siendo la curva mas proxima al eje y cuando a+b
aumenta su valor (Figura 2). Respecto de la
constante d, se observa que eleva la linea base de la
solucion, pero no cambia el perfil general de la
curva (Figura 3), cuando d > 0, corresponderia a
un aporte constante del soluto, que podria
observarse por ejemplo si el adsorbente estd
compuesto por material reutilizado.
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El pardmetro d incorporado no cambia
sustancialmente la forma y caracteristicas de la
solucion general.

u(10,y)
1.0+

20 40 60 80 ‘1‘)y

Figura 1. Proyeccidn de curvas solucion caso a+b cte y

d=0. 1) a=0, b=0.2 Bohart Adam; 2) a=0.05, b=0.15; 3)
a=0.1, b=0.1; 4) a=0.2, b=0 Alzenius.

0.6

50 100 150 200 25( 300 35 )y
Figura 2. Proyeccion curvas solucion a+b cte y d=0. 1)
a=0, b=0.2 Bohart Adam; 2") a=0.05, b=0.15;3") a=0.2,
b=0 Alzenius. 1) a=0 y b=0.06 Bohart Adam 2") a=0.03
y b=0.03; 3") a=0.06 y b=0 Alzenius

I 2 60 80 '{“jy
Figura 3. Proyeccidn curvas solucion en funcion del
parametro independiente d. 1) d>0, 2) d=0y 3) d<0

20 40

Los perfiles de las curvas solucién (Ec 5) pueden
relacionarse con las isotermas de adsorcion en
batch. La isoterma tedrica asociada al modelo
corresponde a las concentraciones de equilibrio que
se obtienen al igualar 6v/6y=00/0t=0 en la ecuacion
(Ec 4):

u—d
bu+a

El caso kg = a = 0, corresponde a una isoterma
rectangular en dénde la concentracion de equilibrio
no depende de la concentracion en la solucion y es
el caso mas favorable de adsorcién cémo se
evidencia en el perfil empinado de la curva
solucion (Fig. 1 y Fig. 4, Curva 1 - Caso Bohart-
Adams). Por el contrario, el caso ke = b =0
corresponde a una isoterma lineal y es el caso
menos favorable de adsorcion (Figura 1y Figura 4,
curva 4 - Caso Alzenius).

)

0.2 04 06 08 1.0 u
Figura 4. Isotermas de adsorcion batch tedricas en las
variables u, v. Los colores y numeracion se corresponden
alafigura 1: 1) a=0, b=0.2 Isoterma rectangular asociada
a Bohart Adams; 2) a=0.05, b=0.15 isotermas tipo
Lagmuir; 3) a=0.1, b=0.1 Isotermas tipo Lagmuir; 4)
a=0.2, b=0. Isoterma lineal asociada a Alzenius

Observemos que cuando la concentracion inicial es
grande a=kg/co tiende a 0 y la curva solucion se
aproximara a un modelo exponencial donde la
concentracion de equilibrio tiende a la
concentracion maxima que puede alcanzar el
adsorbente gmax=1/Kq).

Validacion de la solucién general a través de
curvas experimentales

Para validar la consistencia de la solucion general
u(x,y) se proyectaron 3 curvas de ruptura para la
misma concentracién inicial pero distinta altura y
caudal lineal, las curvas proyectadas se compararon
con las curvas experimentales observadas por Dima
et al., 2020 (Figura 5).

En base a las isotermas de adsorcion
experimentales en sistemas batch obtenidos por
Dima et al., 2015 se estimaron los parametros:
Keg) = 0.004 y ki = 0.021. Luego se fijaron los
parametros k = 0.07cmé.gt.mint y p = 81g.L de
forma tal que la curva proyectada muestre un ajuste
aceptable a la una curva de ruptura experimental
con concentracion inicial co = 90mg.L?, altura
h = 2cm y caudal lineal v = 0.95cm.min (Figura
5A).

Se observo que los valores de k y pse encuentran
dentro del rango esperable para las condiciones
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experimentales analizadas. Estos mismos valores se
utilizaron para proyectar otras curvas ruptura a
diferente altura de lecho y caudal de entrada
(Figura 5 B, C). Si bien el ajuste no es del todo
consistente, las curvas tedricas aproximan el rango
donde empieza a elevarse el perfil de la curva, es
decir donde aumenta la concentracion de Cr(VI) a
la salida de la columna.

c/cO

200 300.¢
Figura 5. Proyeccidn de curvas de ruptura tedricas
(lineas llena) con observaciones de curvas de ruptura
experimentales (linea punteada). Condiciones:

A) co=90mg.I", h=2cm y v=0.95cm.min’,
B) Co=90mg.I"%, h=1.5¢cm y v=0.95cm.min™,
C) co=90mg.I"*, h=1.5cm y v=1.85cm.min*

4. Conclusiones

Se propuso una generalizacion de la ecuacion de
intercambio que describe la cinética de adsorcién
en una columna de lecho fijo agregando un
parametro  independiente.  Se  resolvié el
correspondiente sistema utilizando Transformada

de Laplace. Se analizaron las soluciones
encontradas y se compararon con las existentes en
la bibliografia. Se relacionaron los pardmetros de la
solucion general con las isotermas de adsorcion en
experimentos por lote. Por Ultimo, se validd la
solucion encontrada con curvas de ruptura
experimentales. El método aplicado de la
Transformada de Laplace resulté adecuado para
resolver el problema y podria aplicarse también a
otras formulaciones de la ecuacién de intercambio.
La solucion tedrica encontrada resulto satisfactoria
para describir el comportamiento de las curvas de
ruptura, particularmente en el rango donde empieza
a elevarse el perfil de la curva, es decir donde
aumenta la concentracion del Cr(VI) a la salida de
la columna.
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Apéndice

Observaciones sobre los calculos para la deduccién
de la solucion.

A partir del sistema dado en la Ec (4) se define la
funcion:
F(z,y) =exp{bY(z,y) +x —y—1]}

donde u = wy, v = -y« . Resulta entonces que u =
1+F,/(bF) y la funcion F satisface:

Foy+(a+b)F,+(1-0)F, —bla—1+b+d)F =0

con las condiciones F(x,0) = e cuando x > 0,
F(0,y) = 1 cuando y > 0. Aplicando la transformada
de Laplace:

F=L(F(z,y),y —p)
Obtenemos una ecuacion ordinaria:

Fop—Fo(z,0) + (a+b)F,. + (1 = b)(Fp - F(x,0))
~bla—1+b+d)F =0

con la condicién F (0,p)=1/p, cuya solucién es
conocida. Lo que resta entonces para obtener u(x,y)
es anti transformar F. Para esto se utiliza la
transformada de la funcién J:

1 —pz
E(J(z,y)) = ;jcxp(p_’_l)

ademas de las férmulas conocidas (las usuales de la
transformada de Laplace).
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