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Resumen. En este trabajo se estudia un fenémeno didactico que puede emerger en la construccidon
de dos nociones matematicas, a saber, los nimeros irracionales y la funcién periédica (Reina y
Wilhelmi, 2017; 2019). Se analizan los conflictos semioticos asociados al reconocimiento visual de la
periodicidad numérica y funcional. Se observa que estos conflictos se pueden agrupar
fundamentalmente en tres dimensiones: una, cognitiva, relativa a la forma de adquisicién de las
nociones por los sujetos, en especial en aquellos aspectos relativos a la percepcién visual; otra,
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epistémica, relativa al significado atribuido a los objetos matematicos; y, finalmente, de ensefianza,
relativa a reglas del contrato didactico. El estudio fundamenta teéricamente y aporta datos empiricos
sobre las dificultades asociadas a estas tres dimensiones en la construcciéon de nimero irracional y de
la funcidén periodica.

Palabras clave. fendmeno didactico, nimero irracional, funcién periédica, mimetizacion ostensiva,
percepcion visual.

Abstract. This work studies a didactic phenomenon that can emerge in the construction of two
mathematical notions, namely, irrational numbers and the periodic function (Reina and Wilhelmi, 2017;
2019). The semiotic conflicts associated with the visual recognition of numerical and functional
periodicity are analyzed. It is observed that these conflicts can be grouped fundamentally in three
dimensions: one, cognitive, relative to the form of acquisition of the notions by the subjects, especially
in those aspects related to visual perception; another, epistemic, relative to the meaning attributed to
mathematical objects, and, finally, teaching, relative to the rules of the didactic contract. The study
provides a theoretical basis and provides empirical data on the difficulties associated with these three
dimensions in the construction of the irrational number and the periodic function.

Keywords. didactic phenomenon, irrational number, periodic function, ostensive mimicry, visual
perception.

Sumario. Este trabalho estuda um fenémeno didatico que pode emergir na construcdo de duas
noc¢des matemadticas, a saber, os nimeros irracionais e a fun¢do periddica (Reina e Wilhelmi, 2017;
2019). Sao analisados os conflitos semiéticos associados ao reconhecimento visual da periodicida de
numérica e funcional. Observa-se que esses conflitos podem ser agrupados fundamentalmente em trés
dimensdes: uma, cognitiva, relativa a forma de aquisicdo das noc¢des pelos sujeitos, principalmente
naqueles aspectos relacionados a percepgdo visual; outra, epistémica, relativa ao significado atribuido
aos objetos matematicos e, por fim, didatica, relativa as regras do contrato didatico. O estudo fornece
uma base tedrica e fornece dados empiricos sobre as dificuldades associadas a essas trés dimensoes na
constru¢do do nimero irracional e da func¢do periodica.

Palavras-chave. fendmeno didatico, ndmero irracional, funcdo peridédica, mimetismo ostensivo,
percepgao visual.

Introduccion

Se conoce hace mas de 2500 afios la nocion de inconmensurabilidad! entre segmentos,
atribuida al grupo de los pitagéricos. Esta nocién inconmensurabilidad, origen de los nimeros
irracionales, esta fuertemente ligado a la historia de la filosofia.

El infinito aparece por primera vez en la civilizacién griega con Anaximandro, s VI a. ¢, de la escuela
de Tales de Mileto. Anaximandro proponia que la primera sustancia de la cual estan hechas todas
las cosas es el apeiron, que concibié como algo neutral, imperecedero, infinito, ilimitado. (Lopez,
2014, p.279)

1Dados dos longitudes a y b, se dice que son conmensurables si existen dos nimeros n y m, enteros positivos (n, meZ+), tal
que: a -n = b - m; esto es, la razén de a y b es el nimero racional n/m. En caso contrario (no existencia de n y m en las
condiciones antes dichas), las cantidades a y b se dicen inconmensurables (Reina et al. 2012, p.72).
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Estas primeras preguntas son “caldo de cultivo” de la nocién de inconmensurabilidad de
longitudes, es decir, la imposibilidad de encontrar dos niimeros naturales “a” y “b” cuyo
cociente (a/b) sea la medida de una determinada longitud, siendo necesario hacer “infinitas”
particiones cada vez menores para obtener sucesivas aproximaciones a esa longitud. Asi, la
razon, en el sentido filosoéfico, es capaz de definir por primera vez lo inapresable sin recurso a
la metdfora o a referencias transcendentes o religiosas. Ademads, la nocion de
inconmensurabilidad dota al infinito de nuevo significado, a saber: no como extension de
espacio o tiempo, sino como proceso reiterado en la materia continua. Con otras palabras, la

razon demuestra (por una vez y para siempre) que lo limitado puede “encerrar” lo infinito.

Esta aparente paradoja precisara de mucho tiempo hasta evolucionar en la comprensién
actual del numero irracional. A partir de 1872, tanto Cantor (1845-1918) como Dedekind
(1831-1916) demuestran la irracionalidad de un ndmero real sobre la base de trabajos de
varios matematicos anteriores (Collette, 2007, pp.357-382).No s6lo se produce en esos afios
un avance en la constitucidn del nimero irracional sino también una ruptura con el paradigma
anterior.

Asi, “Dedekind consideraba el principio de continuidad de Eudoxo inconsistente,
estableciendo la necesidad de un desarrollo de la aritmética. [...] El trabajo de Dedekind cambi6
el estatus epistemoldgico de los irracionales, que pasaron a ser ‘nimeros’ (Reina et al.,, 2012,
p.75).

El desarrollo historico del nimero irracional permite afirmar una gran complejidad de la
nocion, que se debe tener en cuenta para la identificaciéon de conflictos y obstaculos didacticos
en el proceso de estudio de dicho objeto. Algunas de las dificultades y conflictos se revelan en
el proceso de visualizacion de la nocion.

Reina y Wilhelmi (2017) muestran resultados de experimentacion con estudiantes de nivel
secundario y de formaciéon docente en Matematicas sobre la bisqueda de periodicidad y
aperiodicidad numérica de algunos nimeros reales, como un medio para determinar la
naturaleza racional o irracional de un namero real.

Se plantea el estudio del reconocimiento de patrones y regularidades en la busqueda de la
periodicidad y de aperiodicidad numérica por futuros docentes de Matematicas (FDM) (22 afio de
formacion terciaria no universitaria) y por estudiantes de 32de Educacién Secundaria (15-16 afios).
En el cuestionario propuesto se incluye la expansiéon decimal de los nimeros (Reina y Wilhelmi,
2017, p.5).

El objetivo de esta investigacion, desde una metodologia cualitativa-cuantitativa, es
“observar la identificacién de la naturaleza de un niimero real a partir de su representacion
decimal” (Reina y Wilhelmi, 2017, p.1).

En el cuestionario propuesto se incluyen la expansién decimal de los nimeros:

. f(50)=\/%-10050+%
1

998

En ambos casos, no se muestra la fraccion ni la raiz cuadrada que dan origen a la expansion
decimal de los nimeros. De esta forma, dado que no es posible a priori reconocer si un nimero
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es racional o irracional solo por sus cifras decimales, se pone de manifiesto que las respuestas
estan condicionadas por cuestiones de contrato diddctico (Brousseau, 2007) o, de manera mas
extensa, por la dimension normativa (Godino, Font, Wilhelmi y de Castro, 2009).

Para el primer ntimero, f(50), los resultados indican que la mayoria de los FDM creen
reconocer la no periodicidad “infinita” en la cifras decimales de los nimeros. En sus
conclusiones, los FDM apelan a la no posibilidad de expresién en fraccion de numeros enteros
y al hecho de que reconocen que “es periédico por partes”. Unicamente dos alumnos responden
correctamente que no pueden determinarlo (tabla 1) (Reina y Wilhelmi, 2017, p.6).

Tabla 1. Determinacién de la naturaleza de f(50) y 1/998 (Reina y Wilhelmi, 2017, p.6).
22 FDM 392 Secundaria

(14-15 afios)
Naturaleza de niimero N2cebra 1/998 N@9cebra 1/998

£(50) £(50)
Irracional 16 14 31 25
Racional 2 5 0 6
No se puede determinar 2 1 0 0

Los investigadores sefialan, a través de los resultados obtenidos, “que la identificacion de la
naturaleza de un niimero real a partir de su representacion decimal es problematica” (Reina y
Wilhelmi, 2017, p.1).

Asimismo, una segunda nociéon matematica que se estudia en el presente documento es la
funcién periddica, que fue objeto de estudio por Cotes, Euler y Fourier.

Roger Cotes (1682-1716), matematico de Cambridge y discipulo de Newton, identifica el
periodo de algunas funciones, “Cotes fue unos de los primeros matematicos que reconocio la
periodicidad de las funciones trigonométricas y que dio a conocer el periodo de las funciones
tangente y secante” (Collette, 2007, p.164).

Euler (1707-1783) estudia el problema de la “cuerda vibrante” y alli se hace presente la
propiedad de periodicidad de una funcién, como lo seflalan Buendia y Montiel (2009):

En 1739, Euler presenta el trabajo De novo genere oscillationum sobre movimientos con
propiedades comunes: la oscilacion. Entre ellos reconoce a la cuerda vibrante, las ondas de
sonido que produce la campana, las ondulaciones del agua y los flujos (o corrientes) marinas
[...] Su propuesta es hacer funciones periddicas a partir de extender, por ejemplo, una funcién
f(x) = hx (a- x): explota pues el caracter repetitivo que da pie a la propiedad periddica. (pp.
1287-1288)

Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830) resuelve el problema de la “propagacion del
calor”, en su obra “Teoria analitica del calor” (1822). En dicha memoria hace referencia a las
funciones periddicas. “Fourier demuestra que toda funcién periddica par (f(x) = f(—x))o
impar (f(x) = —f(—x)) puede ser desarrollada en series de senos o cosenos,
respectivamente” (Collette, ].P,, 2007, p.346).

La evolucion de la periodicidad de una funcién da muestras que dicha propiedad pasa
entonces a ocupar un lugar importante en la Teoria de funciones.

Reina y Wilhelmi (2019) estudian las dificultades en el reconocimiento de la periodicidad
funcional considerando al objeto matematico como no transparente. Proponen como el analisis
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del diferente comportamiento de funciones trigonométricas; por ejemplo, por un lado,
cuasiperiddica f (f(x) = sen(ex) + sen(x)), sin periodo minimo, y, por otro lado, g (g(x) =
sen(2,7 x) + sen(x)), con periodo minimo (p = 207).El estudio revela dificultades y conflictos
relativos al estudio del proceso de visualizacion del objeto “funcién periddica” tales como:

e Larepresentacion grafica de las funciones.
e Larepresentacion analitica de las funciones.
e Al hallazgo del periodo fundamental o minimo de las funciones estudiadas.

e Las limitaciones de los artefactos empleados en el reconocimiento de la periodicidad
funcional, a saber, software de computadora, aplicacion para celular, motor de
respuesta, etc.

En el apartado siguiente se introducen los constructos tedricos que posibilitan el analisis
didactico de las cuestiones enunciadas.

Marco tedrico

Segun el Enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccién matematicos (EOS) los
objetos matematicos son emergentes de sistemas de practicas. Esta emergencia debe
considerar, en primera instancia, las entidades que se pueden observar en un texto matematico
(problemas, definiciones, proposiciones, etc.) y, en segunda instancia, la tipologia de objetos
que emerge de las distintas maneras de ver, hablar, operar, etc., es decir, a su naturaleza
personal o institucional, ostensiva (representada) o no ostensiva (mental), por su significado
propio o el atribuido como parte de un sistema de nociones o procesos matematicos (Godino
etal., 2009).

Asi, el proceso de visualizacion es crucial en la practica matematica, dado que con conlleva
interpretacion, accion y relacidon (Godino et al., 2012). Ademas, en el analisis de la funcion de
la visualizacién en la actividad matematica se deben tener en cuenta las dualidades o
modalidades contextuales (figura 1).

Q”é* 4 % 0\_\(3
s, INSTITUCIONAL <&
) o

Figural. Dualidades de la visualizacién (Godino et al,, 2012, p.118).

Por ello, “se introducen las necesarias distinciones entre objetos visuales personales
(cognitivos), e institucionales (socio-epistémicos); objetos visuales particulares (extensivos) y
generales (intensivos); objetos visuales ostensivos (materiales) y no-ostensivos (mentales,
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ideales, inmateriales); objetos visuales unitarios (usados como un todo global) y sistémicos
(formados por un sistema de elementos estructurados)” (Godino et al,, 2012, pp. 117-118).

En este trabajo se analizan las practicas donde intervienen los nimeros irracionales y la
funcién periddica segin estas dualidades tedricas (figura 1).Los conflictos semidticoszque se
suscitan en los cuestionarios empleados son de naturaleza epistémica y cognitiva.

En el apartado siguiente se estudian las dificultades didacticas que la percepcién visual,
como parte del proceso de visualizacién, puede generar al momento de reconocer, por sus
cifras decimales, al objeto niimero irracional.

La percepcion visual como fuente de conflictos y dificultades en el reconocimiento de
la irracionalidad numérica

Recordemos que se puede definir un nimero irracional de una forma “sencilla” por
negacién: “un nimero irracional es un nimero real que no es racional” (Larson et al., 1995,
p.4).Sin embargo, esta aparente sencillez matematica oculta dificultades cognitivas en el
reconocimiento de las representaciones e instruccionales en la gestién de procesos de estudio.

Una de las representaciones numéricas mas empleadas en Educacién Secundaria es la del
desarrollo decimal de un niimero real. Esta representacién puede presentar potencialidades,
pero también limitaciones que se concretan en dificultades a la hora de intentar conceptualizar
tanto el nimero racional como el irracional, tanto en nivel secundario (Reina y Wilhelmi, 2020,
en prensa) como en nivel superior (Reina, 2016; Reina y Wilhelmi, 2017).

El empleo de expresiones decimales de nimeros reales con “pocas” cifras decimales, tanto
en libros de texto como en el desarrollo de la docencia en secundaria (en particular, con el uso
de la calculadora), trae aparejado potencialidades didacticas (busqueda de regularidades,
patrones, aproximaciones), pero también limitaciones que, si no se prevén, conllevan conflictos
semidticos y obstaculos en otros niveles educativos. Por ejemplo, ;como se podria gestionar
con los medios convencionales el hecho de que el nimero racional 1/113 tiene un periodo de
112 cifras (figura 2).

1
13- 0,008849557522123893805309734513274336283185840707964601769911504424778761061946902654867

25663716814159292035398230088495575221238938053097345132743362831858407079646017699115044247

787610619469026548672566371681415929203539823 ...

Figura 2. Namero racional con periodo de 112 cifras decimales (en color rojo).

Otros nimeros racionales es posible que detenten un periodo atin mucho mayor. En la figura
3 se muestra la expansion decimal del 1/998, que tiene un periodo de 498 cifras, cuya

2“Un conflicto semioético es cualquier disparidad o discordancia entre los significados atribuidos a una expresion por dos
sujetos (personas o instituciones). Si la disparidad se produce entre significados institucionales hablamos de conflictos
semidticos de tipo epistémico, mientras que si la disparidad se produce entre practicas que forman el significado personal
de un mismo sujeto los designamos como conflictos semidticos de tipo cognitivo” (Godino et al., 2006, pp.221-252).
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percepcién visual es complicada si no se conoce previamente este comportamiento. En todo
caso, no se puede observar con una calculadora convencional3.

1
398 0,00100200400801603206412825651302605210420841683366733466933867735470941

883767535070140280561122244488977955911823647294589178356713426853707414829659
318637274549098196392785571142284569138276553106212424849699398797595190380761
523046092184368737474949899799599198396793587174348697394789579158316633266533
066132264529058116232464929859719438877755511022044088176352705410821643286573
146292585170340681362725450901803607214428857715430861723446893787575150300601

2024048096192384769539078156312625250501002004008016032064...

Figura 3.Mil decimales del nimero racional que presenta un periodo de 498 cifras.

Inclusive algunos numeros racionales como los siguientes “tienen una parte periddica en
base 10 con una longitud 1.750.000.000 y 1.000.000.000.060, respectivamente” (Aragén
Artacho et al,, 2013, p.303).

3624360069 123456789012
7000000001 1000000000061

En estos ultimos casos, salvo que se utilice un software especifico de reconocimiento de
cifras, es inviable reconocer el periodo y, por lo tanto, salvo que se conozca también la fraccion
generatriz, la expresion decimal sin duda se asociard a un nimero irracional.

Asi, si a una persona se le muestra la pantalla de una calculadora cientifica “comin” con
doce digitos y se le consulta sobre la naturaleza del nimero lo mas probable es que tenga
dificultad en hallar una regularidad o en conjeturar un periodo, salvo que se observe una
repeticion clara que conste de pocas cifras decimales y sea “visible” en esos reducidos doce
digitos. Pero aun en este caso no dejara de ser una conjetura, puesto que es posible construir
nlimeros que “en apariencia” son racionales, siendo irracionales. Por ejemplo:

912

1
9B _ 1 0,333333333333 ... # 3

La construccién de este tipo de numeros se puede realizar en Educacién Secundaria
utilizando, por ejemplo, una hoja de calculo, que permita automatizar los calculos (figura 4).

3Se puede obtener en linea mediante el software WolframAlpha (https://www.wolframalpha.com/). Para ello es suficiente
introducir la orden “N[1/998,1000]”, que arrojaria una aproximacién con 1000 cifras decimales. Ademas, si se introduce el
numero sin aproximacion, es decir, “1/998”, se obtiene informacion diversa, en particular la longitud del periodo (498).
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| A B {5 D E F G

1 |n 97n 97n-1 1/9=97(n-1)/9"n raiz(D*) 97(n-1)/(9"n-1) raiz(F*)

2 1 9 8 0,111111111111 0,333333333333'0,125000000000 0,353553390593
3 2 81 80 0,111111111111 0,333333333333'0,112500000000 0,335410196625
4 3 729 728 0,111111111111 0,333333333333'0,111263736264 0,333562192498
5 4 6561 6560 0,111111111111 0,333333333333'0,111128048780 0,333358738869
6 5 55045 59048 0,111111111111 0,333333333333'0,111112992819 0,333336155883
7 6 531441 531440 0,111111111111 0,333333333333'0,111111320187 0,333333646947
8 7 4782969 4782968 0,111111111111 0,333333333333'0,111111134342 0,333333368180
9 8 43046721 43046720 0,111111111111 0,333333333333 7 0,111111113692 0,333333337205
10 | 9 387420489 387420488 0,111111111111 0,333333333333'0,111111111398 0,333333333764
11 |10 3486784401 3486784400 0,111111111111 0,333333333333'0,111111111143 0,333333333381
12 |11 31381059609 31381059608 0,111111111111 0,333333333333'0,111111111115 0,333333333339
13 |12 2,8243e+11 2,8243E+11 0,111111111111 0,333333333333'0,111111111112 0,333333333335
14 |13 2,54187E+12 2,54187E+12 0,111111111111 0,333333333333'0,111111111111 0,333333333333

. . , : . f 912 S .
Figura 4. Construccién del nimero irracional 513 con apariencia de racional 1/3.

Esta apariencia de nimero racional cuando en realidad es irracional no sucede en casos
“extrafios” o “aislados” como el descrito en la figura 4, sino que diferentes autores han
construido familias enteras de nimeros con esta apariencia (Delahaye, 2004 ; Pickover, 2007),
numeros que son estudiados en la actualidad por sus patrones y regularidades en sus cifras
decimales y en otros desarrollos (Téth, 2020).En todos estos caso, la dualidad ostensivo-no
ostensivo de la visualizacion juega un papel destacado en las dificultades sefialadas.

Con otras palabras, se debe tener en cuenta el juego del lenguaje al utilizar expresiones
materiales (notaciones, simbolos, graficos, etc.), es decir, “lo ostensivo”, que denota objetos
ideales (“lo no ostensivo”).

Deberia bastar la expresion fraccionaria (formada por nameros enteros) de estos numeros
para que el estudiante los identifique como racionales, sin embargo, eso no siempre ocurre y
aparecen conflictos semioticos (Reina y Wilhelmi, en prensa).Asi, estudiantes de nivel superior
también tienen grandes dificultades al intentar reconocer la periodicidad o la aperiodicidad de
un numero real s6lo por sus cifras decimales, sin conocer la estructura de origen (Reina,
2016).El fend6meno didactico que se observa en dicho estudio es el de “mimetismo ostensivo
de objetos matematicos”, segun el cual los estudiantes al observar el desarrollo decimal de un
numero racional creen “ver” a un nimero irracional o viceversa.

Asi, se identifican tres dualidades para marcan las dificultades en la discriminacién entre
numeros racionales e irracionales:

e Dualidad ostensivo-no ostensivo, dificultades en el juego del lenguaje por la distincién

entre la representacion material (publica) y el objeto ideal (pensado).

Dualidad expresién-contenido, dificultades en la funcién que los objetos cumplen en las
funciones semio6ticas como antecedente y consecuente en la comunicacion.

Dualidad personal-institucional, dificultades asociadas a la diferencia entre el
significado personal construido y el institucional pretendido.

Asimismo, Reina y Wilhelmi (en prensa) estudian el reconocimiento de la irracionalidad de
un numero por sus cifras decimales en Educacién Secundaria, pero esta vez mostrando su
estructura de origen. Constatan también el fendmeno de mimetismo ostensivo. Asi, cabe
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preguntarse: ;queda el estudiante de nivel superior “atado” al reconocimiento de un nimero
racional o irracional sélo por la cantidad de cifras decimales que es posible mostrar en un
artefacto como una calculadora o computadora?

Las limitaciones impuestas por los artefactos tecnolégicos, a saber, calculadora cientifica,
software de computadora o aplicaciones para celular, juegan un papel importante a la hora de
conjeturarla periodicidad numérica por sus cifras decimales.

Para intentar visualizar las dificultades didacticas a las que se enfrenta un estudiante de
nivel superior a la hora de construir la nocién de numero irracional empleamos la metafora del
“iceberg didactico”.

Dicho “témpano” (figura 5) esta formado en su cara visible por el objeto matematico, su
definicién y propiedades asociadas. En su cara sumergida y, por lo tanto, oculta, se encuentran
las dificultades y fendmenos didacticos que emergen en el proceso de estudio de dicha nocion.

Iceberg Didactico
Numero irracional
Nocion Matematica f 1

. Asociadas al
FENOMENO | . reconocimiento

DIDACTICO | & de Ia aperiodicidad
“MIMETISMO :

OSTENSIVO”

Asociadas a
la representacién

5 i g A de un numero
numeérica decimal - Srational

del numero _ en la recta
irracional ; numerica real

Dificultades Asociadas al

; reconocimiento de
didacticas la irracionalidad
con las limitaciones
de los artefactos Asociadas a las propiedades del conjunto R/Q
tecnologicos Cardinalidad-Densidad- No numerabilidad
empleados

Figura 5.Metéfora del iceberg didactico para interpretar las dificultades didacticas asociadas a la
construcciéon del objeto numero irracional.

La explicacion del fendmeno didactico se puede encontrar en la interseccién de cuestiones
cognitivas, asociadas al proceso de visualizacidn del objeto en la que se destaca la percepcion
visual. También a cuestiones de estado de conocimiento por el estudiante, de la nocién de
numero irracional y a cuestiones de contrato didactico (Brousseau, 2007) presentes en los
procesos de estudio (Reina, 2016) (figura 6).
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Implica cuestiones
relativas al contrato
didactico

CONTRATO DIDACTICO (T.S.D.)
o

DIMENSION NORMATIVA (E.O.S.)

Implica cuestiones
relativas
a la cognicion

implica un conocimiento
de las nociones
matematicas

Figura 6. Mimetismo ostensivo.

La percepcion visual de los estudiantes al observar varias cifras decimales presenta muchas
limitaciones, asimismo la representacion decimal de un nimero irracional también posee
limitaciones.

3.1. Los numeros irracionales y su representacion en fraccion continua

Otros tipos de representaciones de numeros reales, como la de fracciéon continua, pueden
presentar algunas ventajas sobre la representaciéon decimal, la de ser finita cuando el nimero
es racional e infinita cuando se trata de un nimero irracional (Rey Pastor et al., 1969).

% =1+ P — 11 =[1;1,1,8,3,2] Fraccién continua finita
1+ 11
8+—1
3+E
V17 =4+ 8++ = [4;8,8,8,8,8,...] Fraccidn continua infinita
8+ 1
8+—1

8+

Ademas la fraccién continua simple puede mostrar el desarrollo periddico de un namero
irracional, en el caso de un irracional cuadratico, y éste puede ser puro o mixto.

2 + /6 = [4; 2] Fraccién continua simple periédica pura
V6 = [2;2,4] Fraccion continua simple periddica mixta

Si en vez de expresar en forma decimal a los numeros racionales y a los irracionales se
realiza el desarrollo en fraccion continua, suponiendo que los estudiantes de nivel superior
sean expuestos a la construccién de esta nocioén, las dificultades en el reconocimiento de la
irracionalidad de un nimero real se verian disminuidas. A su vez esto ultimo permitiria el
hallazgo de familias de nimeros irracionales, como los metalicos o la resolucién de ecuaciones
diofanticas lineales o ecuaciones de Pell-Fermat (Reina, 2016).
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Los numeros irracionales y su representacion en fraccién continua cuasiperiodica y
aperiodica

También el desarrollo en fracciéon continua puede ser cuasi-peridédico, o sea un nimero
irracional puede presentar cuasi-periodicidad, es el caso, por ejemplo, del nimero e =
[2;1,2n,1];-,(Komatsu, 1999, p.334), el cual presenta algunos cocientes parciales con
repeticion infinita y otros cocientes no repetidos infinitamente dentro del cuasi-periodo.

Es mas, la fraccion continua puede no presentar ningun periodo, pero si presentar
regularidades y patrones en su desarrollo en fraccién continua generalizada. Euler (1748)
estudia en profundidad las fracciones continuas; por ejemplo, da la expresién del nimero 7 de
la siguiente forma:

=1+

T
4
2t ——————

49

Esta expresion presenta regularidades, dado que los denominadores de las sucesivas
fracciones son los cuadrados de los nimeros impares: 12= 1, 32= 9, 52= 25, 72= 49, 92= 81, etc.

Las limitaciones de los artefactos tecnologicos empleados en el desarrollo de un niimero en
fraccion continua, también es un aspecto a tener en cuenta si se desea instrumentar su
enseflanza en Educacion Secundaria o Superior. Por ejemplo, no es posible expresar en el

software GeoGebra el desarrollo en fraccion continua de figura7).

p
8999999999999999999999991 -

¥ Calculo Simbdlico (CAS) b
1 FraccignContinua(1/(3999999999999999999999991), §, true)
- 0
2

Figura 7. Representacién con GeoGebra de una fraccién no nula.

Por tanto, la demostracion es el Uinico camino viable para determinar si un nimero es
irracional, en formacién docente, aunque, didacticamente hablando, presenta la dificultad de
las herramientas matematicas avanzadas que resultan necesarias para tal demostracion. En la
actualidad los matematicos emplean en sus demostraciones sobre la irracionalidad o la
trascendencia de un niumero real otras representaciones para tal fin, por ejemplo la ya sefialada
fraccion continua (Adamczewski, 2013).

En efecto, emplear otros tipos de representaciones de los nlimeros irracionales, diferentes
a la decimal, como la fraccién continua, puede contribuir a que el estudiante para profesor
tenga una visién mas holistica del objeto.

Desde un punto de vista ontosemiético, el problema no es si hay que introducir una sola
representacion de un objeto o mas de una, ni qué traducciones o relaciones entre
representaciones hay que tener en cuenta. El problema esta realmente en determinar si las
representaciones introducidas facilitan, o no, la realizacién de las practicas que interesan que
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formen parte del significado global del alumno, en saber si aumentan o disminuyen la
complejidad semiotica y también en saber si producen o no conflictos semiéticos innecesarios.
(Fontetal.,, 2007, p.15).

Por ello es importante que el futuro profesor conceda importancia a las elecciones de las
representaciones y su adaptacién al proceso de estudio de la nocién junto a sus futuros
alumnos.

Asi los profesores tendrdn que elegir las representaciones mejor adaptadas al proceso de
construccion de los significados personales de los estudiantes. En particular, habra que tener
en cuenta que esta construccién puede exigir un alejamiento de una realidad concreta, que en
el caso de los numeros irracionales sera insoslayable (Reina, Wilhelmi y Lasa, 2012, p.72).

En el préximo apartado nuevamente la percepcién visual juega un papel importante en el
proceso de la construccion de otra nocion, a saber, la de funcion periédica.

4. La percepcion visual como fuente de conflictos y dificultades en el reconocimiento
de la periodicidad funcional

En el caso de la funcién periddica nuevamente su definicion reviste una aparente “sencillez”
matematica: “En general diremos que una funcién y = f(x) es peridédica con periodo p cuando:
f(x) = f(x + p) para todo x. En seguida se ve que todo miltiplo n - p de un periodo es también
un periodo; por ejemplo: f(x +2p) = f(x+p+p) = f(x +p) = f(x)” (Rey Pastor et al,,
1969, p.419).

También la definicién de “periodo primitivo o minimo” es “accesible”, matematicamente
hablando: “Si f (x) es una funcién periédica que no se reduce a una constante, sus periodos son
los multiplos enteros del menor nimero positivo p, y solo ellos. ... El numero p se llama periodo
primitivo de f(x)” (Rey Pastor et al., 1969, p.419).

Las primeras aproximaciones a funciones periddicas se transitan en los ultimos afios de la
Educacion Secundaria. Alli se estudian las funciones trigonométricas y, en el caso de escuelas
de modalidad técnica, un caso particular de funciones periddicas, las “sinusoidales”, muy
empleadas en fendmenos de tipo ondulatorios “Llamaremos asi a la funcion y = f(x) =
ksen(wx + ), donde k > 0(amplitud), w > 0 (pulsacién) y a (fase inicial) son tres constantes.

Su periodo primitivo es p = %ﬂ (Rey Pastor et al., 1969, p.419).
Las funciones sinusoidales se emplean muy a menudo para modelizar fenémenos de
diferentes ciencias (Thomas y Finney ,1998).

Pero, ;qué ocurre con la periodicidad de una funcion que es suma de funciones sinusoidales?
En el préximo apartado se da una respuesta a esta cuestion.

4.1. La suma de funciones sinusoidales: un punto de encuentro entre la
conmensurabilidad numérica y la periodicidad funcional

Recordemos que podemos conocer analiticamente si la suma de dos funciones periédicas
de igual o diferente periodo es periodica
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La suma de dos funciones sinusoidales de igual periodo es una funcién sinusoidal del mismo
periodo. Si las funciones sinusoidales tienen periodos p; y p, distintos, su suma no es ya una funcién

. . . ’ . . . m
sinusoidal. No obstante, si los periodos son conmensurables, es decir, si su cociente ? =_es
2

racional, todo multiplo comdn np; = mp, es también un periodo de la suma, que resulta asi una
funcién periddica aunque no sinusoidal (Rey Pastor et al., 1969, p.421).

Por ejemplo, las funciones f y g, definidas en todo R mediante las formulas f(x) = sen(4x),
g(x) = sen(2 x), tienen respectivamente los periodos p; = %ﬂ = %n y Py = 2?” =m. Asj, la
funciéon suma h,h(x) = sen(4x) + sen(2x), es también peridédica, ya que el cociente de

1
2" 1

periodos es racionalz% === El periodo de la funcién h es m (figura 8).
2

® f(x) = sen(4x) + sen(2 x)

EipeE o A e
EEEIVEEST eSS

-4

e

N\ FAY
v m vV m

Figura 8. Funcién suma de dos funciones peridédicas cuyo cociente entre periodos es racional.

Asi, en el estudio de la periodicidad de las funciones suma es necesario, para el estudiante
de nivel superior, el haberse apropiado previamente de las nociones de nimero racional e
irracional. Ademas, también es importante para el reconocimiento de la periodicidad de la
funcion suma tanto el andlisis de las propiedades de los nimeros reales como de las funciones
periddicas en si mismas.

Por ejemplo Stupel (2012) en base al trabajo de Singh(2011) muestra la técnica para hallar
el m.c.d. y el m.c.m. de dos nimeros racionales escritos como fracciéon. “Cuando no es facil
encontrar el m.c.m. de dos fracciones, es posible aplicar la férmula presentada por Singh
(2011) para encontrar el m.c.m. de dos fracciones irreducibles p,q,e,f € Zy e, f # 0 “(p.58).

(p e) m.c.m. de los numeradores  [p,e]
m.c.m.|—,—=

q f

Luego sefiala la férmula para hallar el maximo comun divisor (m.c.d.) de dos fracciones:
p e m.c.d. de los numeradores (p,e)

Ej_f) ~ m.c.m. de los denominadores _ [q, f]

A modo de ejemplo, Stupel M. (2012, p.58) muestra el m.c.m. y el m.c.d. de dos fracciones:

~ m.c.d. de los denominadores (q.f)

m. c.d.(
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(5 2) _[52] 10
m.c.m.(z,z)= =

(63) 3
52y (52) 1
mCd(E,g)—ﬁ—g

Posteriormente emplea las técnicas desarrolladas para algunos casos de numeros
irracionales,

2\/_ 3v3
Esta regla también funciona para nimeros irracionales de similar escritura como — 5

etc., o E , 7, etc.Sin embargo, no es posible encontrar m.c.m. de niimeros 1rrac1ona1es de

diferente tipo como 2+/2 y 7. Del mismo modo, no hay m.c.m. para la combinacién de niimeros
racionales e irracionales (Stupel, 2012, p.58).

Se da a continuacion un ejemplo para hallar el m.c.m. de —” y 5—”

2w 31 m. c.m. de los numeradores [27‘[, 37‘[] _ 6w

7’ 217 m.c.d.delos denominadores (7,2) 1

Aplicando todo lo anteriormente expuesto, es posible calcular el periodo de una suma o
diferencia de funciones sinusoidales.

= 6m

Por ejemplo dadas f(x) = sen(3x+m) y g(x) = sen (Sx + %), el periodo minimo de la

suma de estas funciones sinusoidales es el minimo comtn multiplo de los periodos de ellas
(Stupel, 2012, p.59).
27 277.' [2m, 2] 2w
[ =—=27
(35 1
Para el caso de querer obtener el periodo minimo del producto de dos funciones
sinusoidales resulta necesario transformar el producto de funciones en una suma de funciones
por medio de identidades trigonométricas.

Después de presentar el producto de las funciones trigonométricas F (x) - G (x) como una
suma de funciones trigonométricas, obtenemos:

F(x)-G(x) = sen(ax + y) - cos(Bx + &)

= %[sen[(a +B)x +y + 8]+ cos[(a — P)x +y — 6]

El periodo de la suma de funciones obtenida es el minimo comin multiplo de ambos
periodos:
[21‘[ ’ 211'] _ [2m,27]
a+B’ a-p (atp,a—p)
A modo de ejemplo, si se quiere calcular el periodo minimo del producto de las funciones
fif(x) =sen(3x)y g,9(x) = cos(x),
h(x) = sen(3x) - cos(x)

2T 21'[] [2m,27] 2n

(Stupel, 2012, p.59).

=G0 - 1° = 2m, sin embargo dicho periodo no es minimo, en

este caso, debemos emplear la identidad trigonométrica antes sefialada

Hallamos el m.c.m. [
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%[sen[(3 + D)x] + cos[(3 — 1)x]]

7 2w 2w 21,21 2 ; , rs .z

Cuyo periodo es: [T’? = % = =T, el cual si es el periodo minimo de la funcién h.
Ademas, reiteramos, a lo grafico y analitico, se suman las limitaciones de los artefactos
empleados en el reconocimiento de la periodicidad funcional, a saber, software de
computadora o aplicaciones para celular. Estas limitaciones de los artefactos asimismo
provocan dificultades en el reconocimiento en forma grafica de dicha periodicidad, en el

préximo punto veremos este caso.

4.2. Las funciones cuasi-periédicas: un punto de encuentro entre Ila
inconmensurabilidad numérica y la cuasi-periodicidad funcional

Para el caso de las funciones cuasi-periodicas también se evidencia una necesidad de haber
conceptualizado a la nociéon de namero irracional para poder identificar este tipo de funciones
ya que son muy “parecidas”, en sus graficas, a una de tipo periddico

Si los periodos son inconmensurables, 1a suma no es una funcioén periddica, pero las funciones asi
obtenidas tienen un caracter aproximadamente peridédico y propiedades que las asemejan a las
funciones periddicas; son casos especiales de las llamadas funciones casiperiédicas, de gran
importancia en la matematica moderna. (Rey Pastor et al,, 1969, p.421)

(Pero qué ocurriria si un estudiante de nivel superior ain no ha logrado construir la nocién
de numero irracional? ;Podra reconocer, analiticamente, una funcién cuasi-perioédica?

Por ejemplo, la funcion f (f(x) = sen(mx) + sen(x)), es cuasi-periddica, o sea no es
periddica, y la otra g, (g(x) = sen(3,14 x) + sen(x)) con periodo minimo (p = 100 ). El
software muestra graficamente la aparente superposicion de ambas funciones (figura 9).

® f(x) = sen(w x) + sen(x)
® g(x) = sen(3.14 x) + sen(x) 6

A VA
LWAY: ey

Figura 9. Comparacion grafica de dos funciones, a saber, f y g, la primera cuasi-periddica, la segunda
perioddica con periodo p = 100 7.
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Pero para valores “grandes” de dominio el software comienza a mostrar diferencias
“visibles” entre ambas funciones (figura 10).

ATAVAURAVA ERETAVA\S
W 41 T An 4t W

Figura 10. Comparacién de las funciones f y g (figura 9) en [40m; 457].

Las dificultades surgen tanto de las representaciones graficas de las funciones como de los
aspectos analiticos. El estudiante debe observar que, en el caso de la funcidn f, es preciso poder

argumentar que “no existe periodo, ya que el cociente entre los periodos que componen la
funcién es namero irracional”; a saber:

P _

P2

Esta caracteristica de la funcién f (f (x) = sen(m - x) + sin(x)), es decir, el no tener periodo,
puede ser contrastada con un software informatico. En la figura 11 se puede ver la repuesta
obtenida con WolframAlpha (https://www.wolframalpha.com/).

1
.

~I8R1S

¥ WolframAlpha sz

period y=Sin(Pi x)+Sin(x) =]

Jfs Extended Keyboard % Upload 333 Examples 3¢ Random

Input interpretation:
period  sin(w x) + sin(x)
Result: @ Enlarge @ Customize = A Plain Text

(function is not periodic)

Plot.

—
I
L

WU WY
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Figura 11. La funcién y = sen(mx) + sen(x) no es periddica.

Sin embargo, la respuesta obtenida con el software en linea WolframAlpha no esconde la
dificultad en el andlisis de la periodicidad de la funcién f, sino que es muestra de la potencia
del nucleo o kernel de este programa en la realizacién de los calculos. De hecho, si se introduce
el mismo analisis en otras herramientas en linea no siempre se obtiene la misma respuesta.
Por ejemplo, con Symbolab (https://es.symbolab.com/) se obtiene, erroneamente, que la
funcidn fes periddica de periodo 2 (figura 12).

periodicidady = sin(m x) + sin(x) A -

Relacionado» Grafica» Ejemplos» < E] @

Solucién

|Mostrar pasos | = |

Periodicidad de sin{mx) +sin(x): 2m

Pasos

La Qetrjiodicidad combinada de la suma de Funciones periddicas es el minimo comin miltiplo de los
periodos

sin(mx), sin(x)
Periodicidad de sin(mx): 2 Mostrar pasos g

Periodicidad de sin(x): 2w Mostrar pasos g

Combinar periodos: 2, 2w

— 9
=2Zm

Figura 12. Respuesta errdnea sobre la periodicidad de y = sen(mx) + sen(x).

Por lo que un estudiante de nivel superior no deberia “confiar ciegamente” en los resultados
de software o calculadora. Deberia ser critico, por medio de las propiedades anteriormente
expuestas y del trabajo sobre las cuestiones analiticas de las funciones periédicas o
aperiodicas. Asi, es un buen ejercicio que se plantee a futuros docentes de matematica
actividades que incluyan el uso de motores de respuesta o aplicaciones para celular, donde se
pueda reconocer las limitaciones de dichos artefactos.

El camino a seguir luego de que los aspectos perceptivos resultan limitados es el estudio
sobre los aspectos analiticos de la funcién periddica. Deberia el profesor de formaciéon docente
hacer emerger estas limitaciones, en el aula de matematicas, de tal manera que surja como una
“necesidad matematica” el estudio analitico por sobre lo meramente visual.

El anadlisis llevado adelante por Reina y Wilhelmi (2019) con veintitrés estudiantes que
cursaron segundo afio, siete que cursaron el tercer afo, cinco que se encontraban cursando su
cuarto afio y dos egresados del Profesorado de Educacion Secundaria en Matematica (PESM)
de un Instituto de Educacion Superior Docente, muestran conflictos y dificultades en el
reconocimiento de una funcién periddica.

Se detectaron dificultades tanto en el reconocimiento grafico, como en el analitico.
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En el presente trabajo existe evidencia de que, nuevamente, la percepcién visual juega un papel
importante ya que la mayoria de los estudiantes observados perciben visualmente una funcién
periddica donde deberian observar una funcién aperiédica y viceversa, aun conociendo la férmula
analitica de dicha funcidn. Los estudiantes y profesores quedan entonces sujetos a lo ostensivo, a lo
visual por sobre lo analitico. (Reina y Wilhelmi, 2019, p.326)

Parece que en el trabajo de aula los profesores hacen hincapié en las representaciones de
funciones periodicas trigonométricas mas comunes, seno, coseno, tangente, etc. Esto ultimo
trae aparejado que al momento de observar la representacién grafica de otros tipos de
funciones periddicas (no trigonométricas), cuasi-periddicas o pseudo-periddicas (comof (x) =
x + sen(x) ), aparezcan conflictos semidticos.

La semejanza de la cuasi-periodicidad funcional con una aparente periodicidad en las
representaciones graficas de las funciones hace que los estudiantes, perciban la periodicidad en la
grafica. La aperiodicidad entonces se mimetiza con la periodicidad y viceversa. Lo ostensivo prima
por sobre lo no ostensivo, se activan tanto la dimensién dual (ostensivo- no ostensivo) como la
dualidad (personal- institucional) ya que el alumno debe emplear su “cognicién” tanto “personal”
como “institucional” (Godino et al., 2009) es alli donde se manifiestan las dificultades. (Reina y
Wilhelmi, 2019, p.326)

Nuevamente se observa el fenémeno que se mostr6 para el caso de la percepcién de la
aperiodicidad de los ndmeros irracionales, la mimetizacién ostensiva de objetos matematicos.

El origen del fendmeno de “mimetismo didactico” se observa, en el caso del reconocimiento
de regularidades y patrones en la busqueda de la periodicidad y de la no periodicidad
funcional, como producto de la “interseccién” entre cuestiones de contrato didactico,
cuestiones relativas a la cognicién y al conocimiento de las nociones matematicas previas.
(Reina y Wilhelmi, 2019, p.327)

Nuevamente empleamos la metafora del “iceberg didactico” para analizar las dificultades
asociadas a la construccién de la nocién de funcion periddica en formacién de profesores
(figural3).

Iceberg Didactico
Funcién periédica
I 1

Nocion Matematica

= Asociadas . 7 ' :
FENOMENO Asociadas al

DIDACTICO ’ ala ! Hallazgo del

“MIMETISMO representacion 4 Periodo
OSTENSIVO” | grafica minimo

Asociadas al
DIﬁC ultades reconocimiento de
R la periodicidad funcional
didacticas con las limitaciones
de los artefactos
tecnolégicos Asociadas a las propiedades
empleados de la funcion

Figura 13.Iceberg didactico para el caso de la funcién periédica.

El iceberg didactico muestra en su cara visible a la nocién de funcién periddica, y en su faz
oculta las dificultades que se observaron en el proceso de estudio. Principalmente dichas
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dificultades se centraron en el reconocimiento de la periodicidad funcional en la
representacion de las diferentes graficas de funciones, pero también en la no identificacion
analitica de las mismas.

La dualidad unitario-sistémico permite interpretar conflictos manifestados por estudiantes,
que observan el “todo” de la imagen donde Unicamente se observan las dualidades: 1)
ostensivo-no ostensivo en la representacion grafica y la analitica; 2) expresion-contenido en
las propiedades que se pueden atribuir a la funcién a partir de una interpretacién de sus
representaciones.

Reina y Wilhelmi (2019) concluyeron la gran dificultad para los estudiantes del hallazgo de
los periodos minimos de algunas funciones y diferenciarlos de aquellas funciones que no
tenian periodo. Por tanto, es de gran importancia para el estudio de la periodicidad funcional
el estudio analitico de funciones, de sus periodos minimos, de funciones cuasi periédicas y de
aquellas que no siendo periddicas su diferencia si lo es, como por ejemplo:f(x) = x —|x] o
g(x) = x — [x], siendo |x] y [x] las funciones piso y techo, respectivamente.

El estudio analitico se hace indispensable. Por ejemplo, la funcién f(x) = x — |x] tiene una
representacion sencilla (figura 14) de donde se deduce que tiene periodo 1.

AL

Figura 14. Representacion grafica de la funcién f(x) = x — |x].

Asimismo, la demostracién analitica tampoco es complicada. En efecto, supongamos que la
funcién dada es una funcion periddica. Entonces, por definicion:

f+p) =fx)=>x+p—lx+pl=x—-Ix|=>p=lx+p|l —Ix|=>p€eZ
Claramente, p es un entero ya que las dos funciones parte entera devuelven enteros. Existe
p > 0, que satisface la ecuacion f(x + p) = f(x). El menor entero positivo es 1. Por lo tanto, el
periodo de la funcidn es 1. (Shingh, 2011, p.365).
Por tanto, la prueba o demostracion del valor del periodo minimo de una funcién es uno de

los medios mas idoneos para responder sobre la periodicidad de una funcién o sobre el periodo
primitivo. También es esperable que ocupe un lugar en la formaciéon de profesores.

5. A modo de conclusion
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A lo largo de este trabajo hemos empleado el fendmeno de “mimetismo ostensivo” para
explicar algunas dificultades didacticas en la construccion de dos objetos matematicos
diferentes como son los nimeros irracionales y la funcién periédica (figura 15).

Por tanto la prueba o demostracién del valor del periodo minimo de una funcién es uno de
los medios mas idéneos para responder sobre la periodicidad de una funcién o sobre el periodo
primitivo. También es esperable que ocupe un lugar en la formacion de profesores.

Iceberg
y ym—y didactico - s
Numero irracional Funcion periodica
I 1 I 1

FENOMENO
DIDACTICO
¥ “MIMETISMO

OSTENSIVO”

Figura 15. Dificultades didacticas compartidas en el aprendizaje de la aperiodicidad numérica y la
periodicidad funcional.

A pesar de ser objetos matematicos diferentes tienen puntos de encuentro que se han
mostrado a lo largo de este trabajo.

La percepcion visual en el proceso de visualizacién de ambas nociones matematicas fue uno
de los aspectos claves en las dificultades mostradas por los estudiantes. La percepcion visual
es parte del proceso de visualizaciéon de una nocién matematica.

Los procesos de visualizacidn, y sus resultados, los ‘objetos visuales’, ‘imagenes’ o ‘visualizaciones’,
intervienen asociados a determinadas tareas en las cuales se realizan ciertas practicas apoyadas en
otros objetos y procesos.[...] Los ‘objetos visuales’, y los procesos de visualizaciéon de donde
provienen, forman configuraciones o sistemas semioticos constituidos por los objetos intervinientes
y emergentes en un sistema de practicas, junto con los procesos de significacion que se establecen
entre los mismos (esto es, incluyendo la trama de funciones semiéticas que relaciona los objetos
constituyentes de la configuracién) (Godino et al., 2012, p.168).

De acuerdo a lo expresado informalmente por los estudiantes para profesor, ellos no han
sido enfrentados a situaciones donde tienen que decidir si un nimero es irracional a partir de
gran cantidad de cifras decimales, sin conocer su estructura de origen. Es mds, para alumnos
de Educacién Secundaria, aun conociendo los nimeros que dan origen a las cifras decimales,
contintan produciendo conflictos semidticos. Por tanto, la introduccién de este tipo de tareas
en Educacion Superior puede contribuir a que emerjan conflictos que son necesarios para que
el estudiante pueda construir, de forma viable y eficaz, la nocién de nimero irracional.

Si bien algunos profesores suelen desarrollar la nocién de nimero irracional a partir de la
de namero racional en “interaccion didactica dialéctica” (Reina, 2016), implica el tratamiento
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no sélo de objetos matematicos asociados y opuestos a dicha nocion, sino a objetos dialécticos
de tipo cognitivos presentes en las actividades solicitadas (figura 16).

PERIODICIDAD
<
&
o A
35 P
& h
&
NUMEROS

CUASIPERIODICIDAD

APERICDICIDAD

IRRACIONALES

FUNCION PERIODICA

4/\@
PSEUDC-PERIORICIDAD

Figura 16. Posibles interacciones entre objetos matematicos y cognitivos “dialécticos” de dos nociones
matematicas.

De forma similar ocurre con la nocién de funcién periédica, donde también son fuente de
conflictos y dificultades didacticas las dualidades mostradas en la figura 16; a saber:
periodicidad < aperiodicidad, patrén (periodo minimo) < no existencia de un patrén, funcion
cuasi-periddica < funcion pseudo-periddica, regularidad (grafica) < (irregularidad), patrén
(grafico) < no patron (grafico).En la tabla 2 se muestra un resumen de las dificultades

observadas.

Tabla 2. Resumen de dificultades asociadas a la construcciéon de nimero irracional y de la funcién periddica.

Nuamero irracional

Funcién periédica

Una aproximacion intuitiva de lo periédico por
contextos numéricos preexistentes en ciclos o afios
anteriores.

Desconocimiento de existencia de nimeros irracionales
con desarrollo decimal pseudo-periédico (ntiimeros cebra o
esquizofrénicos).

Desconocimiento de otras representaciones igualmente
validas para el reconocimiento de la aperiodicidad
numérica, por ejemplo la fraccién continua.

Ruptura de contrato, los estudiantes no han sido
enfrentados a tareas de reconocimiento de la aperiodicidad
decimal de un nimero cuyo desarrollo implique muchas
cifras.

Cuestiones de cognicion donde la percepcion visual
plantea potencialidades y limitaciones.

Limitaciones de los artefactos empleados al momento
del reconocimiento de la aperiodicidad numérica.

Una aproximacion intuitiva de lo periédico por
contextos cotidianos

Desconocimiento de existencia de funciones cuasi-
periddicas y pseudo-periédicas (por ejemplo f(x) = x +
sen(x)

Desconocimiento de métodos analiticos para encontrar
el periodo minimo de una funcién periddica, por ejemplo
por m.c.m. entre fracciones racionales e irracionales.

Ruptura de contrato, los estudiantes no han sido
enfrentados a tareas de reconocimiento de la cuasi-
periodicidad o la aperiodicidad funcional en forma grafica
y analitica.

Cuestiones de cognicion donde la percepcion visual
plantea potencialidades y limitaciones

Limitaciones de los artefactos empleados al momento
del reconocimiento de la periodicidad funcional.
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Imposibilidad del software de mostrar las infinitas cifras Imposibilidad del software de mostrar graficamente la

decimales de un nimero irracional. infinitud de una funcién periédica.

La demostracién como método para probar si un La demostraciéon como método para probar si una
numero es o no irracional. En general se requiere de funcidn es peridédica o detenta un periodo minimo.
matematica avanzada para probar la irracionalidad de un
numero.

Todas las dificultades sefialadas se encuentran en la zona interseccion de las cuestiones de
dimensién normativa, cognitivas y de estado de conceptualizaciones de la nociones implicadas,
salvo las referidas a las limitaciones de los artefactos tecnolégicos (figura 17).

Implica cuestiones
relativas al contrato
didactico

Fendmeno didactico de
mimetismo ostensivo

CONTRATO DIDACTICO (T.S.D.)

(0]
DIMENSION NORMATIVA (E.O.S.)

RECONOCIMIENTO
DE REGULARIDADES Y
PATRONES EN BUSCA DE
LA APERIODICIDAD
NUMERICA Y
LA PERIODICIDAD
FUNCIONAL

Implica cuestiones relativas
a la cognicién

implica un conocimiento
de las nociones matematicas

Figura 17. Emergencia del fenémeno de mimetismo ostensivo compartido en la construccion de dos
nociones matematicas.

El fenémeno de mimetismo ostensivo muestra, tanto en la introduccién y desarrollo de los
numeros irracionales como de la funcion periddica, un “apego” por parte de los estudiantes a
lo ostensivo, a lo “visible” antes que a lo analitico. Ademas, esta visualizacién requiere de
conocimientos anteriores cuya inestabilidad se observa en las diferentes respuestas.

Si solamente las interacciones provienen de aproximarse a funciones trigonométricas
“tradicionales”, estereotipadas o a reconocer la irracionalidad de un niimero real en casos

“sencillos” (\/Z V3,45, etc.), el estudiante respondera en base a esos conocimientos implicitos.

Las limitaciones de software mostradas en este trabajo deberian incentivar a los futuros
docentes a incorporar este tipo de actividades o tareas donde el estudiante analice
criticamente las respuestas obtenidas por este tipo de artefactos y software, como muestra de
la necesidad de la demostracién formal en matematicas.

En suma, la demostracién o prueba es un medio necesario para determinar la periodicidad
o aperiodicidad de una funcién o la irracionalidad de un nimero (con las limitaciones de los
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conocimientos matematicos previos de los estudiantes) y, por lo tanto, es necesario para la
construccion de estas nociones matematicas.
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