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Resumen. En este trabajo se estudia un fenómeno didáctico que puede emerger en la construcción 

de dos nociones matemáticas, a saber, los números irracionales y la función periódica (Reina y 
Wilhelmi, 2017; 2019). Se analizan los conflictos semióticos asociados al reconocimiento visual de la 
periodicidad numérica y funcional. Se observa que estos conflictos se pueden agrupar 
fundamentalmente en tres dimensiones: una, cognitiva, relativa a la forma de adquisición de las 
nociones por los sujetos, en especial en aquellos aspectos relativos a la percepción visual; otra, 
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epistémica, relativa al significado atribuido a los objetos matemáticos; y, finalmente, de enseñanza, 
relativa a reglas del contrato didáctico. El estudio fundamenta teóricamente y aporta datos empı́ricos 
sobre las dificultades asociadas a estas tres dimensiones en la construcción de número irracional y de 
la función periódica. 

Palabras clave. fenómeno didáctico, número irracional, función periódica, mimetización ostensiva, 
percepción visual. 

 
Abstract. This work studies a didactic phenomenon that can emerge in the construction of two 

mathematical notions, namely, irrational numbers and the periodic function (Reina and Wilhelmi, 2017; 
2019). The semiotic conflicts associated with the visual recognition of numerical and functional 
periodicity are analyzed. It is observed that these conflicts can be grouped fundamentally in three 
dimensions: one, cognitive, relative to the form of acquisition of the notions by the subjects, especially 
in those aspects related to visual perception; another, epistemic, relative to the meaning attributed to 
mathematical objects, and, finally, teaching, relative to the rules of the didactic contract. The study 
provides a theoretical basis and provides empirical data on the difficulties associated with these three 
dimensions in the construction of the irrational number and the periodic function. 

Keywords. didactic phenomenon, irrational number, periodic function, ostensive mimicry, visual 
perception. 

 
Sumário. Este trabalho estuda um fenômeno didático que pode emergir na construção de duas 

noções matemáticas, a saber, os números irracionais e a função periódica (Reina e Wilhelmi, 2017; 
2019). São analisados os conflitos semióticos associados ao reconhecimento visual da periodicida de 
numérica e funcional. Observa-se que esses conflitos podem ser agrupados fundamentalmente em três 
dimensões: uma, cognitiva, relativa à forma de aquisição das noções pelos sujeitos, principalmente 
naqueles aspectos relacionados à percepção visual; outra, epistêmica, relativa ao significado atribuı́do 
aos objetos matemáticos e, por fim, didática, relativa às regras do contrato didático. O estudo fornece 
uma base teórica e fornece dados empı́ricos sobre as dificuldades associadas a essas três dimensões na 
construção do número irracional e da função periódica. 

Palavras-chave. fenômeno didático, número irracional, função periódica, mimetismo ostensivo, 
percepção visual. 

Introducción 

Se conoce hace más de 2500 años la noción de inconmensurabilidad1 entre segmentos, 
atribuida al grupo de los pitagóricos. Esta noción inconmensurabilidad, origen de los números 
irracionales, está fuertemente ligado a la historia de la filosofı́a. 

 
El infinito aparece por primera vez en la civilización griega con Anaximandro, s VI a. c, de la escuela 
de Tales de Mileto. Anaximandro proponía que la primera sustancia de la cual están hechas todas 
las cosas es el ápeiron, que concibió como algo neutral, imperecedero, infinito, ilimitado. (López, 
2014, p.279) 

 

                                                            
1Dados dos longitudes a y b, se dice que son conmensurables si existen dos números n y m, enteros positivos (n, m∈Z+), tal 
que: a ⋅ n = b ⋅ m; esto es, la razón de a y b es el número racional n/m. En caso contrario (no existencia de n y m en las 
condiciones antes dichas), las cantidades a y b se dicen inconmensurables (Reina et al. 2012, p.72). 
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Estas primeras preguntas son “caldo de cultivo” de la noción de inconmensurabilidad de 
longitudes, es decir, la imposibilidad de encontrar dos números naturales “a” y “b” cuyo 
cociente (a/b) sea la medida de una determinada longitud, siendo necesario hacer “infinitas” 
particiones cada vez menores para obtener sucesivas aproximaciones a esa longitud. Ası́, la 
razón, en el sentido filosófico, es capaz de definir por primera vez lo inapresable sin recurso a 
la metáfora o a referencias transcendentes o religiosas. Además, la noción de 
inconmensurabilidad dota al infinito de nuevo significado, a saber: no como extensión de 
espacio o tiempo, sino como proceso reiterado en la materia continua. Con otras palabras, la 
razón demuestra (por una vez y para siempre) que lo limitado puede “encerrar” lo infinito.  

Esta aparente paradoja precisará de mucho tiempo hasta evolucionar en la comprensión 
actual del número irracional.  A partir de 1872, tanto Cantor (1845-1918) como Dedekind 
(1831-1916) demuestran la irracionalidad de un número real sobre la base de trabajos de 
varios matemáticos anteriores (Collette, 2007, pp.357-382).No sólo se produce en esos años 
un avance en la constitución del número irracional sino también una ruptura con el paradigma 
anterior. 

Ası́, “Dedekind consideraba el principio de continuidad de Eudoxo inconsistente, 
estableciendo la necesidad de un desarrollo de la aritmética. […] El trabajo de Dedekind cambió 
el estatus epistemológico de los irracionales, que pasaron a ser ‘números’” (Reina et al., 2012, 
p.75). 

El desarrollo histórico del número irracional permite afirmar una gran complejidad de la 
noción, que se debe tener en cuenta para la identificación de conflictos y obstáculos didácticos 
en el proceso de estudio de dicho objeto. Algunas de las dificultades y conflictos se revelan en 
el proceso de visualización de la noción. 

Reina y Wilhelmi (2017) muestran resultados de experimentación con estudiantes de nivel 
secundario y de formación docente en Matemáticas sobre la búsqueda de periodicidad y 
aperiodicidad numérica de algunos números reales, como un medio para determinar la 
naturaleza racional o irracional de un número real. 

Se plantea el estudio del reconocimiento de patrones y regularidades en la búsqueda de la 
periodicidad y de aperiodicidad numérica por futuros docentes de Matemáticas (FDM) (2º año de 
formación terciaria no universitaria) y por estudiantes de 3ºde Educación Secundaria (15-16 años). 
En el cuestionario propuesto se incluye la expansión decimal de los números (Reina y Wilhelmi, 
2017, p.5). 

El objetivo de esta investigación, desde una metodologı́a cualitativa-cuantitativa, es 
“observar la identificación de la naturaleza de un número real a partir de su representación 
decimal” (Reina y Wilhelmi, 2017, p.1).  

En el cuestionario propuesto se incluyen la expansión decimal de los números: 
 
 

• f(50) = � 9
121

∙ 10050 + (112−44∙50)
121

 

• 1
998

 

En ambos casos, no se muestra la fracción ni la raı́z cuadrada que dan origen a la expansión 
decimal de los números. De esta forma, dado que no es posible a priori reconocer si un número 
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es racional o irracional solo por sus cifras decimales, se pone de manifiesto que las respuestas 
están condicionadas por cuestiones de contrato didáctico (Brousseau, 2007) o, de manera más 
extensa, por la dimensión normativa (Godino, Font, Wilhelmi y de Castro, 2009). 

Para el primer número, 𝑓𝑓(50), los resultados indican que la mayorı́a de los FDM creen 
reconocer la no periodicidad “infinita” en la cifras decimales de los números. En sus 
conclusiones, los FDM apelan a la no posibilidad de expresión en fracción de números enteros 
y al hecho de que reconocen que “es periódico por partes”. UÚ nicamente dos alumnos responden 
correctamente que no pueden determinarlo (tabla 1) (Reina y Wilhelmi, 2017, p.6). 

Tabla 1. Determinación de la naturaleza de f (50) y 1/998 (Reina y Wilhelmi, 2017, p.6). 

 2º FDM 3º Secundaria  
(14-15 años) 

Naturaleza de número Nº cebra 
f (50) 

1/998 Nº cebra 
f (50) 

1/998 

Irracional 16 14 31 25 
Racional 2 5 0 6 
No se puede determinar 2 1 0 0 

 
Los investigadores señalan, a través de los resultados obtenidos, “que la identificación de la 

naturaleza de un número real a partir de su representación decimal es problemática” (Reina y 
Wilhelmi, 2017, p.1). 

Asimismo, una segunda noción matemática que se estudia en el presente documento es la 
función periódica, que fue objeto de estudio por Cotes, Euler y Fourier. 

Roger Cotes (1682-1716), matemático de Cambridge y discı́pulo de Newton, identifica el 
perı́odo de algunas funciones, “Cotes fue unos de los primeros matemáticos que reconoció la 
periodicidad de las funciones trigonométricas y que dio a conocer el perı́odo de las funciones 
tangente y secante” (Collette, 2007, p.164). 

Euler (1707-1783) estudia el problema de la “cuerda vibrante” y allı́ se hace presente la 
propiedad de periodicidad de una función, como lo señalan Buendıá y Montiel (2009): 

En 1739, Euler presenta el trabajo De novo genere oscillationum sobre movimientos con 
propiedades comunes: la oscilación. Entre ellos reconoce a la cuerda vibrante, las ondas de 
sonido que produce la campana, las ondulaciones del agua y los flujos (o corrientes) marinas 
[…] Su propuesta es hacer funciones periódicas a partir de extender, por ejemplo, una función 
f(x) = hx (a– x): explota pues el carácter repetitivo que da pie a la propiedad periódica. (pp. 
1287-1288) 

Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830) resuelve el problema de la “propagación del 
calor”, en su obra “Teorı́a analıt́ica del calor” (1822). En dicha memoria hace referencia a las 
funciones periódicas. “Fourier demuestra que toda función periódica par �𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(−𝑥𝑥)�o 
impar �𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −𝑓𝑓(−𝑥𝑥)� puede ser desarrollada en series de senos o cosenos, 
respectivamente” (Collette, J.P., 2007, p.346). 

La evolución de la periodicidad de una función da muestras que dicha propiedad pasa 
entonces a ocupar un lugar importante en la Teorı́a de funciones. 

Reina y Wilhelmi (2019) estudian las dificultades en el reconocimiento de la periodicidad 
funcional considerando al objeto matemático como no transparente. Proponen como el análisis 
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del diferente comportamiento de funciones trigonométricas; por ejemplo, por un lado, 
cuasiperiódica 𝑓𝑓 (𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥)), sin perı́odo mı́nimo, y, por otro lado, 𝑔𝑔 (𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2,7 𝑥𝑥) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥)), con perı́odo mı́nimo (𝑝𝑝 = 20𝜋𝜋).El estudio revela dificultades y conflictos 
relativos al estudio del proceso de visualización del objeto “función periódica” tales como: 

• La representación gráfica de las funciones. 
• La representación analítica de las funciones. 
• Al hallazgo del período fundamental o mínimo de las funciones estudiadas. 
• Las limitaciones de los artefactos empleados en el reconocimiento de la periodicidad 

funcional, a saber, software de computadora, aplicación para celular, motor de 
respuesta, etc. 

En el apartado siguiente se introducen los constructos teóricos que posibilitan el análisis 
didáctico de las cuestiones enunciadas. 

Marco teórico 

Según el Enfoque ontosemiótico del conocimiento y la instrucción matemáticos (EOS) los 
objetos matemáticos son emergentes de sistemas de prácticas. Esta emergencia debe 
considerar, en primera instancia, las entidades que se pueden observar en un texto matemático 
(problemas, definiciones, proposiciones, etc.) y, en segunda instancia, la tipologı́a de objetos 
que emerge de las distintas maneras de ver, hablar, operar, etc., es decir, a su naturaleza 
personal o institucional, ostensiva (representada) o no ostensiva (mental), por su significado 
propio o el atribuido como parte de un sistema de nociones o procesos matemáticos (Godino 
et al., 2009). 

Ası́, el proceso de visualización es crucial en la práctica matemática, dado que con conlleva 
interpretación, acción y relación (Godino et al., 2012). Además, en el análisis de la función de 
la visualización en la actividad matemática se deben tener en cuenta las dualidades o 
modalidades contextuales (figura 1).  

 

Figura1. Dualidades de la visualización (Godino et al., 2012, p.118). 

Por ello, “se introducen las necesarias distinciones entre objetos visuales personales 
(cognitivos), e institucionales (socio-epistémicos); objetos visuales particulares (extensivos) y 
generales (intensivos); objetos visuales ostensivos (materiales) y no-ostensivos (mentales, 
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ideales, inmateriales); objetos visuales unitarios (usados como un todo global) y sistémicos 
(formados por un sistema de elementos estructurados)” (Godino et al., 2012, pp. 117-118). 

En este trabajo se analizan las prácticas donde intervienen los números irracionales y la 
función periódica según estas dualidades teóricas (figura 1).Los conflictos semióticos2que se 
suscitan en los cuestionarios empleados son de naturaleza epistémica y cognitiva. 

En el apartado siguiente se estudian las dificultades didácticas que la percepción visual, 
como parte del proceso de visualización, puede generar al momento de reconocer, por sus 
cifras decimales, al objeto número irracional. 

La percepción visual como fuente de conflictos y dificultades en el reconocimiento de 
la irracionalidad numérica 

Recordemos que se puede definir un número irracional de una forma “sencilla” por 
negación: “un número irracional es un número real que no es racional” (Larson et al., 1995, 
p.4).Sin embargo, esta aparente sencillez matemática oculta dificultades cognitivas en el 
reconocimiento de las representaciones e instruccionales en la gestión de procesos de estudio. 

Una de las representaciones numéricas más empleadas en Educación Secundaria es la del 
desarrollo decimal de un número real. Esta representación puede presentar potencialidades, 
pero también limitaciones que se concretan en dificultades a la hora de intentar conceptualizar 
tanto el número racional como el irracional, tanto en nivel secundario (Reina y Wilhelmi, 2020, 
en prensa) como en nivel superior (Reina, 2016; Reina y Wilhelmi, 2017). 

El empleo de expresiones decimales de números reales con “pocas” cifras decimales, tanto 
en libros de texto como en el desarrollo de la docencia en secundaria (en particular, con el uso 
de la calculadora), trae aparejado potencialidades didácticas (búsqueda de regularidades, 
patrones, aproximaciones), pero también limitaciones que, si no se prevén, conllevan conflictos 
semióticos y obstáculos en otros niveles educativos. Por ejemplo, ¿cómo se podrı́a gestionar 
con los medios convencionales el hecho de que el número racional 1/113 tiene un perı́odo de 
112 cifras (figura 2). 

 
1

113 = 0,008849557522123893805309734513274336283185840707964601769911504424778761061946902654867 

25663716814159292035398230088495575221238938053097345132743362831858407079646017699115044247 

787610619469026548672566371681415929203539823 … 

Figura 2. Número racional con período de 112 cifras decimales (en color rojo). 

Otros números racionales es posible que detenten un perı́odo aún mucho mayor. En la figura 
3 se muestra la expansión decimal del 1/998, que tiene un periodo de 498 cifras, cuya 

                                                            
2“Un conflicto semiótico es cualquier disparidad o discordancia entre los significados atribuidos a una expresión por dos 
sujetos (personas o instituciones). Si la disparidad se produce entre significados institucionales hablamos de conflictos 
semióticos de tipo epistémico, mientras que si la disparidad se produce entre prácticas que forman el significado personal 
de un mismo sujeto los designamos como conflictos semióticos de tipo cognitivo” (Godino et al., 2006, pp.221-252). 
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percepción visual es complicada si no se conoce previamente este comportamiento. En todo 
caso, no se puede observar con una calculadora convencional3.  

 
1

998
= 0,00100200400801603206412825651302605210420841683366733466933867735470941 

883767535070140280561122244488977955911823647294589178356713426853707414829659 

318637274549098196392785571142284569138276553106212424849699398797595190380761 

523046092184368737474949899799599198396793587174348697394789579158316633266533 

066132264529058116232464929859719438877755511022044088176352705410821643286573 

146292585170340681362725450901803607214428857715430861723446893787575150300601 

2024048096192384769539078156312625250501002004008016032064… 

 

Figura 3.Mil decimales del número racional que presenta un período de 498 cifras. 

Inclusive algunos números racionales como los siguientes “tienen una parte periódica en 
base 10 con una longitud 1.750.000.000 y 1.000.000.000.060, respectivamente” (Aragón 
Artacho et al., 2013, p.303). 

3624360069
7000000001

 y 123456789012
1000000000061

 

 
En estos últimos casos, salvo que se utilice un software especı́fico de reconocimiento de 

cifras, es inviable reconocer el periodo y, por lo tanto, salvo que se conozca también la fracción 
generatriz, la expresión decimal sin duda se asociará a un número irracional. 

Ası́, si a una persona se le muestra la pantalla de una calculadora cientı́fica “común” con 
doce dı́gitos y se le consulta sobre la naturaleza del número  lo más probable es que tenga 
dificultad en hallar una regularidad o en conjeturar un perı́odo, salvo que se observe una 
repetición clara que conste de pocas cifras decimales y sea “visible” en esos reducidos doce 
dı́gitos. Pero aun en este caso no dejará de ser una conjetura, puesto que es posible construir 
números que “en apariencia” son racionales, siendo irracionales. Por ejemplo: 

� 912

913 − 1
= 0,333333333333 … ≠

1
3 

La construcción de este tipo de números se puede realizar en Educación Secundaria 
utilizando, por ejemplo, una hoja de cálculo, que permita automatizar los cálculos (figura 4). 

                                                            
3Se puede obtener en línea mediante el software WolframAlpha (https://www.wolframalpha.com/). Para ello es suficiente 
introducir la orden “N[1/998,1000]”, que arrojaría una aproximación con 1000 cifras decimales. Además, si se introduce el 
número sin aproximación, es decir, “1/998”, se obtiene información diversa, en particular la longitud del periodo (498). 
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Figura 4. Construcción del número irracional � 912

913−1
 con apariencia de racional 1/3. 

Esta apariencia de número racional cuando en realidad es irracional no sucede en casos 
“extraños”  o “aislados” como el descrito en la figura 4, sino que diferentes autores han 
construido familias enteras de números con esta apariencia (Delahaye, 2004 ; Pickover, 2007), 
números que son estudiados en la actualidad por sus patrones y regularidades en sus cifras 
decimales y en otros desarrollos (Tóth, 2020).En todos estos caso, la dualidad ostensivo-no 
ostensivo de la visualización juega un papel destacado en las dificultades señaladas. 

Con otras palabras, se debe tener en cuenta el juego del lenguaje al utilizar expresiones 
materiales (notaciones, sı́mbolos, gráficos, etc.), es decir, “lo ostensivo”, que denota objetos 
ideales (“lo no ostensivo”).  

Deberı́a bastar la expresión fraccionaria (formada por números enteros) de estos números 
para que el estudiante los identifique como racionales, sin embargo, eso no siempre ocurre y 
aparecen conflictos semióticos (Reina y Wilhelmi, en prensa).Ası́, estudiantes de nivel superior 
también tienen grandes dificultades al intentar reconocer la periodicidad o la aperiodicidad de 
un número real sólo por sus cifras decimales, sin conocer la estructura de origen (Reina, 
2016).El fenómeno didáctico que se observa en dicho estudio es el de “mimetismo ostensivo 
de objetos matemáticos”, según el cual los estudiantes al observar el desarrollo decimal de un 
número racional creen “ver” a un número irracional o viceversa. 

Ası́, se identifican tres dualidades para marcan las dificultades en la discriminación entre 
números racionales e irracionales: 

• Dualidad ostensivo-no ostensivo, dificultades en el juego del lenguaje por la distinción 
entre la representación material (pública) y el objeto ideal (pensado).  

• Dualidad expresión-contenido, dificultades en la función que los objetos cumplen en las 
funciones semióticas como antecedente y consecuente en la comunicación. 

• Dualidad personal-institucional, dificultades asociadas a la diferencia entre el 
significado personal construido y el institucional pretendido.  

Asimismo, Reina y Wilhelmi (en prensa) estudian el reconocimiento de la irracionalidad de 
un número por sus cifras decimales en Educación Secundaria, pero esta vez mostrando su 
estructura de origen. Constatan también el fenómeno de mimetismo ostensivo. Ası́, cabe 
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preguntarse: ¿queda el estudiante de nivel superior “atado” al reconocimiento de un número 
racional o irracional sólo por la cantidad de cifras decimales que es posible mostrar en un 
artefacto como una calculadora o computadora?  

Las limitaciones impuestas por los artefactos tecnológicos, a saber, calculadora cientı́fica, 
software de computadora o aplicaciones para celular, juegan un papel importante a la hora de 
conjeturarla periodicidad numérica por sus cifras decimales. 

Para intentar visualizar las dificultades didácticas a las que se enfrenta un estudiante de 
nivel superior a la hora de construir la noción de número irracional empleamos la metáfora del 
“iceberg didáctico”. 

Dicho “témpano” (figura 5) está formado en su cara visible por el objeto matemático, su 
definición y propiedades asociadas. En su cara sumergida y, por lo tanto, oculta, se encuentran 
las dificultades y fenómenos didácticos que emergen en el proceso de estudio de dicha noción. 

 

 

Figura 5.Metáfora del iceberg didáctico para interpretar las dificultades didácticas asociadas a la 
construcción del objeto número irracional. 

La explicación del fenómeno didáctico se puede encontrar en la intersección de cuestiones 
cognitivas, asociadas al proceso de visualización del objeto en la que se destaca la percepción 
visual. También a cuestiones de estado de conocimiento por el estudiante, de la noción de 
número irracional y a cuestiones de contrato didáctico (Brousseau, 2007) presentes en los 
procesos de estudio (Reina,  2016) (figura 6). 
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Figura 6. Mimetismo ostensivo. 

La percepción visual de los estudiantes al observar varias cifras decimales presenta muchas 
limitaciones, asimismo la representación decimal de un número irracional también posee 
limitaciones.  

3.1. Los números irracionales y su representación en fracción continua  

Otros tipos de representaciones de números reales, como la de fracción continua, pueden 
presentar algunas ventajas sobre la representación decimal, la de ser finita cuando el número 
es racional e infinita cuando se trata de un número irracional (Rey Pastor et al., 1969). 

188
123

= 1 + 1
1+ 1

1+ 1
8+ 1

3+12

= [1; 1,1,8,3,2]    Fracción continua finita 

√17 = 4 + 1
8+ 1

8+ 1
8+ 1

8+ 1
8+1⋱

= [4; 8,8,8,8,8, … ]    Fracción continua infinita 

Además la fracción continua simple puede mostrar el desarrollo periódico de un número 
irracional, en el caso de un irracional cuadrático, y éste puede ser puro o mixto.  

2 + √6 = [4; 2�����] Fracción continua simple periódica pura 
√6 = [2; 2,4����] Fracción continua simple periódica mixta 

Si en vez de expresar en forma decimal a los números racionales y a los irracionales se 
realiza el desarrollo en fracción continua, suponiendo que los estudiantes de nivel superior 
sean expuestos a la construcción de esta noción, las dificultades en el reconocimiento de la 
irracionalidad de un número real se verı́an disminuidas. A su vez esto último permitirıá el 
hallazgo de familias de números irracionales, como los metálicos o la resolución de ecuaciones 
diofánticas lineales o ecuaciones de Pell-Fermat (Reina, 2016). 

Fenómeno didáctico de 
mimetismo ostensivo 
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Los números irracionales y su representación en fracción continua cuasiperiódica y 
aperiódica 

También el desarrollo en fracción continua puede ser cuasi-periódico, o sea un número 
irracional puede presentar cuasi-periodicidad, es el caso, por ejemplo, del número 𝑒𝑒 =
[2 ; 1 ,2𝑛𝑛 ,1����������]𝑛𝑛=1∞ (Komatsu, 1999, p.334), el cual presenta algunos cocientes parciales con 
repetición infinita y otros cocientes no repetidos infinitamente dentro del cuasi-perı́odo. 

Es más, la fracción continua puede no presentar ningún perı́odo, pero si presentar 
regularidades y patrones en su desarrollo en fracción continua generalizada. Euler (1748) 
estudia en profundidad las fracciones continuas; por ejemplo, da la expresión del número 𝜋𝜋 de 
la siguiente forma: 

π
4 = 1 +

1

2 + 9

2 + 25
2 + 49

2 + 81
2+⋱

 

 
Esta expresión presenta regularidades, dado que los denominadores de las sucesivas 

fracciones son los cuadrados de los números impares: 12= 1, 32= 9, 52= 25, 72= 49, 92= 81, etc. 
Las limitaciones de los artefactos tecnológicos empleados en el desarrollo de un número en 

fracción continua, también es un aspecto a tener en cuenta si se desea instrumentar su 
enseñanza en Educación Secundaria o Superior. Por ejemplo, no es posible expresar en el 
software GeoGebra el desarrollo en fracción continua de 1

8999999999999999999999991
(figura7). 

 

 
Figura 7. Representación con GeoGebra de una fracción no nula. 

Por tanto, la demostración es el único camino viable para determinar si un número es 
irracional, en formación docente, aunque, didácticamente hablando, presenta la dificultad de 
las herramientas matemáticas avanzadas que resultan necesarias para tal demostración. En la 
actualidad los matemáticos emplean en sus demostraciones sobre la irracionalidad o la 
trascendencia de un número real otras representaciones para tal fin, por ejemplo la ya señalada 
fracción continua (Adamczewski, 2013). 

En efecto, emplear otros tipos de representaciones de los números irracionales, diferentes 
a la decimal, como la fracción continua, puede contribuir a que el estudiante para profesor 
tenga una visión más holı́stica del objeto. 

Desde un punto de vista ontosemiótico, el problema no es si hay que introducir una sola 
representación de un objeto o más de una, ni qué traducciones o relaciones entre 
representaciones hay que tener en cuenta. El problema está realmente en determinar si las 
representaciones introducidas facilitan, o no, la realización de las prácticas que interesan que 
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formen parte del significado global del alumno, en saber si aumentan o disminuyen la 
complejidad semiótica y también en saber si producen o no conflictos semióticos innecesarios. 
(Font et al., 2007, p.15). 

Por ello es importante que el futuro profesor conceda importancia a las elecciones de las 
representaciones y su adaptación al proceso de estudio de la noción junto a sus futuros 
alumnos. 

Ası́ los profesores tendrán que elegir las representaciones mejor adaptadas al proceso de 
construcción de los significados personales de los estudiantes. En particular, habrá que tener 
en cuenta que esta construcción puede exigir un alejamiento de una realidad concreta, que en 
el caso de los números irracionales será insoslayable (Reina, Wilhelmi y Lasa, 2012, p.72). 

En el próximo apartado nuevamente la percepción visual juega un papel importante en el 
proceso de la construcción de otra noción, a saber, la de función periódica. 

4. La percepción visual como fuente de conflictos y dificultades en el reconocimiento 
de la periodicidad funcional 

En el caso de la función periódica nuevamente su definición reviste una aparente “sencillez” 
matemática: “En general diremos que una función 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) es periódica con perı́odo p cuando: 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑝𝑝) para todo x. En seguida se ve que todo múltiplo 𝑛𝑛 ∙ 𝑝𝑝 de un perı́odo es también 
un perı́odo; por ejemplo: 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 2𝑝𝑝) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑝𝑝 + 𝑝𝑝) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑝𝑝) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)” (Rey Pastor et al., 
1969, p.419). 

También la definición de “perı́odo primitivo o mı́nimo” es “accesible”, matemáticamente 
hablando: “Si 𝑓𝑓(𝑥𝑥) es una función periódica que no se reduce a una constante, sus perıódos son 
los múltiplos enteros del menor número positivo p, y solo ellos. … El número p se llama período 
primitivo de 𝑓𝑓(𝑥𝑥)” (Rey Pastor et al., 1969, p.419). 

Las primeras aproximaciones a funciones periódicas se transitan en los últimos años de la 
Educación Secundaria. Allı́ se estudian las funciones trigonométricas y, en el caso de escuelas 
de modalidad técnica, un caso particular de funciones periódicas, las “sinusoidales”, muy 
empleadas en fenómenos de tipo ondulatorios “Llamaremos ası́ a la función 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝛼𝛼), donde 𝑘𝑘 > 0(amplitud), 𝜔𝜔 > 0 (pulsación) y α (fase inicial) son tres constantes. 
Su perı́odo primitivo es 𝑝𝑝 = 2𝜋𝜋

𝜔𝜔
” (Rey Pastor et al., 1969, p.419). 

Las funciones sinusoidales se emplean muy a menudo para modelizar fenómenos de 
diferentes ciencias (Thomas y Finney ,1998). 

Pero, ¿qué ocurre con la periodicidad de una función que es suma de funciones sinusoidales? 
En el próximo apartado se da una respuesta a esta cuestión. 

4.1. La suma de funciones sinusoidales: un punto de encuentro entre la 
conmensurabilidad numérica y la periodicidad funcional 

Recordemos que podemos conocer analı́ticamente si la suma de dos funciones periódicas 
de igual o diferente perı́odo es periódica 
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La suma de dos funciones sinusoidales de igual período es una función sinusoidal del mismo 
período. Si las funciones sinusoidales tienen períodos 𝑝𝑝1 y 𝑝𝑝2 distintos, su suma no es ya una función 
sinusoidal. No obstante, si los períodos son conmensurables, es decir, si su cociente 𝑝𝑝1

𝑝𝑝2
= 𝑚𝑚

𝑛𝑛
 es 

racional, todo múltiplo común 𝑛𝑛𝑝𝑝1 = 𝑚𝑚𝑝𝑝2 es también un período de la suma, que resulta así una 
función periódica aunque no sinusoidal (Rey Pastor et al.,  1969, p.421). 

 
Por ejemplo, las funciones 𝑓𝑓 y 𝑔𝑔, definidas en todo R mediante las fórmulas 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(4𝑥𝑥), 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2 𝑥𝑥), tienen respectivamente los perı́odos 𝑝𝑝1 = 2𝜋𝜋
4

= 1
2
𝜋𝜋 y 𝑝𝑝2 = 2𝜋𝜋

2
= 𝜋𝜋. Ası́, la 

función suma ℎ,ℎ(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(4𝑥𝑥) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑥𝑥), es también periódica, ya que el cociente de 

perı́odos es racional:𝑝𝑝1
𝑝𝑝2

=  
1
2𝜋𝜋

𝜋𝜋
=  1

2
. El periodo de la función h es  𝜋𝜋 (figura 8). 

 

Figura 8. Función suma de dos funciones periódicas cuyo cociente entre períodos es racional. 

Ası́, en el estudio de la periodicidad de las funciones suma es necesario, para el estudiante 
de nivel superior, el haberse apropiado previamente de las nociones de número racional e 
irracional. Además, también es importante para el reconocimiento de la periodicidad de la 
función suma tanto el análisis de las propiedades de los números reales como de las funciones 
periódicas en sı́ mismas. 

Por ejemplo Stupel (2012) en base al trabajo de Singh(2011) muestra la técnica para hallar 
el m.c.d. y el m.c.m. de dos números racionales escritos como fracción. “Cuando no es fácil 
encontrar el m.c.m. de dos fracciones, es posible aplicar la fórmula presentada por Singh 
(2011) para encontrar el m.c.m. de dos fracciones irreducibles 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑒𝑒,𝑓𝑓 ∈ 𝑍𝑍 𝑦𝑦 𝑒𝑒,𝑓𝑓 ≠ 0 “(p.58). 

𝑚𝑚. 𝑐𝑐.𝑚𝑚. �
𝑝𝑝
𝑞𝑞

,
𝑒𝑒
𝑓𝑓�

=
𝑚𝑚. 𝑐𝑐.𝑚𝑚. de los numeradores
𝑚𝑚. 𝑐𝑐.𝑑𝑑. de los denominadores =

[𝑝𝑝, 𝑒𝑒]
(𝑞𝑞, 𝑓𝑓) 

Luego señala la fórmula para hallar el máximo común divisor (m.c.d.) de dos fracciones: 

𝑚𝑚. 𝑐𝑐.𝑑𝑑. �
𝑝𝑝
𝑞𝑞

,
𝑒𝑒
𝑓𝑓�

=
𝑚𝑚. 𝑐𝑐.𝑑𝑑. de los numeradores

𝑚𝑚. 𝑐𝑐.𝑚𝑚. de los denominadores =
(𝑝𝑝, 𝑒𝑒)
[𝑞𝑞, 𝑓𝑓] 

A modo de ejemplo, Stupel M. (2012, p.58) muestra el m.c.m. y el m.c.d. de dos fracciones: 
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𝑚𝑚. 𝑐𝑐.𝑚𝑚. �
5
6

,
2
3�

=
[5,2]
(6,3) =

10
3

 

𝑚𝑚. 𝑐𝑐.𝑑𝑑. �
5
6

,
2
3�

=
(5,2)
[6,3] =

1
6

 

Posteriormente emplea las técnicas desarrolladas para algunos casos de números 
irracionales, 

 

Esta regla también funciona para números irracionales de similar escritura como 2√2
3

 , 3√3
2

, 

etc., o 𝜋𝜋
2

 , 3𝜋𝜋
2

, etc.Sin embargo, no es posible encontrar m.c.m. de números irracionales de 
diferente tipo como 2√2 y 𝜋𝜋. Del mismo modo, no hay m.c.m. para la combinación de números 
racionales e irracionales (Stupel, 2012, p.58). 

Se da a continuación un ejemplo para hallar el m.c.m. de 2𝜋𝜋
7

 y 5𝜋𝜋
3

 

�
2𝜋𝜋
7

,
3𝜋𝜋
2
� =

𝑚𝑚. 𝑐𝑐.𝑚𝑚. de los numeradores
𝑚𝑚. 𝑐𝑐.𝑑𝑑. de los denominadores

=
[2𝜋𝜋, 3𝜋𝜋]

(7,2) =
6𝜋𝜋
1

= 6𝜋𝜋 

Aplicando todo lo anteriormente expuesto, es posible calcular el perı́odo de una suma o 
diferencia de funciones sinusoidales.  

Por ejemplo dadas 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) y 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �5𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
2
�, el perı́odo mı́nimo de la 

suma de estas funciones sinusoidales es el mı́nimo común múltiplo de los perıódos de ellas 
(Stupel, 2012, p.59). 

�
2𝜋𝜋
3

,
2𝜋𝜋
5
� =

[2𝜋𝜋, 2𝜋𝜋]
(3,5) =

2𝜋𝜋
1

= 2𝜋𝜋 

Para el caso de querer obtener el perı́odo mı́nimo del producto de dos funciones 
sinusoidales resulta necesario transformar el producto de funciones en una suma de funciones 
por medio de identidades trigonométricas. 

Después de presentar el producto de las funciones trigonométricas F (x) · G (x) como una 
suma de funciones trigonométricas, obtenemos: 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) ∙ 𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛾𝛾) ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝛽𝛽𝛽𝛽 + 𝛿𝛿) 

=
1
2
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)𝑥𝑥 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿] + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐[(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)𝑥𝑥 + 𝛾𝛾 − 𝛿𝛿]� 

El perı́odo de la suma de funciones obtenida es el mı́nimo común múltiplo de ambos 
perı́odos: 

� 2𝜋𝜋
𝛼𝛼+𝛽𝛽

, 2𝜋𝜋
𝛼𝛼−𝛽𝛽

� = [2𝜋𝜋,2𝜋𝜋]
(𝛼𝛼+𝛽𝛽,𝛼𝛼−𝛽𝛽)

      (Stupel, 2012, p.59). 

A modo de ejemplo, si se quiere calcular el perı́odo mı́nimo del producto de las funciones 
𝑓𝑓,𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝑥𝑥) y 𝑔𝑔,𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑥𝑥) ,  

ℎ(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝑥𝑥) ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑥𝑥) 

Hallamos el m.c.m. �2𝜋𝜋
3

, 2𝜋𝜋
1
� = [2𝜋𝜋,2𝜋𝜋]

(3,1)
= 2𝜋𝜋

1
= 2𝜋𝜋, sin embargo dicho perı́odo no es mı́nimo, en 

este caso, debemos emplear la identidad trigonométrica antes señalada 
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1
2
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[(3 + 1)𝑥𝑥] + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐[(3 − 1)𝑥𝑥]� 

Cuyo perı́odo es: �2𝜋𝜋
4

, 2𝜋𝜋
2
� = [2𝜋𝜋,2𝜋𝜋]

(4,2)
= 2𝜋𝜋

2
= 𝜋𝜋, el cual sı́ es el perı́odo mı́nimo de la función ℎ. 

Además, reiteramos, a lo gráfico y analıt́ico, se suman las limitaciones de los artefactos 
empleados en el reconocimiento de la periodicidad funcional, a saber, software de 
computadora o aplicaciones para celular. Estas limitaciones de los artefactos asimismo 
provocan dificultades en el reconocimiento en forma gráfica de dicha periodicidad, en el 
próximo punto veremos este caso. 

4.2. Las funciones cuasi-periódicas: un punto de encuentro entre la 
inconmensurabilidad numérica y la cuasi-periodicidad funcional 

Para el caso de las funciones cuasi-periódicas también se evidencia una necesidad de haber 
conceptualizado a la noción de número irracional para poder identificar este tipo de funciones 
ya que son muy “parecidas”, en sus gráficas, a una de tipo periódico 

 
Si los períodos son inconmensurables, la suma no es una función periódica, pero las funciones así 
obtenidas tienen un carácter aproximadamente periódico y propiedades que las asemejan a las 
funciones periódicas; son casos especiales de las llamadas funciones casiperiódicas, de gran 
importancia en la matemática moderna. (Rey Pastor et al., 1969, p.421) 

 
¿Pero qué ocurrirı́a si un estudiante de nivel superior aún no ha logrado construir la noción 

de número irracional? ¿Podrá reconocer, analıt́icamente, una función cuasi-periódica? 
Por ejemplo, la función 𝑓𝑓 (𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥)), es cuasi-periódica, o sea no es 

periódica, y la otra 𝑔𝑔, (𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(3,14 𝑥𝑥) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥)) con perıódo mı́nimo (𝑝𝑝 = 100 𝜋𝜋). El 
software muestra gráficamente la aparente superposición de ambas funciones (figura 9). 

 

 

Figura 9. Comparación gráfica de dos funciones, a saber, 𝑓𝑓 y 𝑔𝑔, la primera cuasi-periódica, la segunda 
periódica con período 𝑝𝑝 = 100 𝜋𝜋. 
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Pero para valores “grandes” de dominio el software comienza a mostrar diferencias 
“visibles” entre ambas funciones (figura 10). 

 

Figura 10. Comparación de las funciones 𝑓𝑓 y 𝑔𝑔 (figura 9) en [40𝜋𝜋; 45𝜋𝜋]. 

Las dificultades surgen tanto de las representaciones gráficas de las funciones como de los 
aspectos analı́ticos. El estudiante debe observar que, en el caso de la función 𝑓𝑓, es preciso poder 
argumentar que “no existe perı́odo, ya que el cociente entre los perı́odos que componen la 
función es número irracional”; a saber: 

𝑝𝑝1
𝑝𝑝2

=
2𝜋𝜋
𝜋𝜋
2𝜋𝜋
1

= 1
𝜋𝜋

 . 

Esta caracterı́stica de la función f (𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋 ∙ 𝑥𝑥) + sin(𝑥𝑥)), es decir, el no tener periodo, 
puede ser contrastada con un software informático. En la figura 11 se puede ver la repuesta 
obtenida con WolframAlpha (https://www.wolframalpha.com/).  
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Figura 11. La función 𝑦𝑦 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) no es periódica. 

Sin embargo, la respuesta obtenida con el software en lı́nea WolframAlpha no esconde la 
dificultad en el análisis de la periodicidad de la función f, sino que es muestra de la potencia 
del núcleo o kernel de este programa en la realización de los cálculos. De hecho, si se introduce 
el mismo análisis en otras herramientas en lıńea no siempre se obtiene la misma respuesta. 
Por ejemplo, con Symbolab (https://es.symbolab.com/) se obtiene, erróneamente, que la 
función 𝑓𝑓es periódica de periodo 2𝜋𝜋 (figura 12). 

 

Figura 12. Respuesta errónea sobre la periodicidad de 𝑦𝑦 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥). 

Por lo que un estudiante de nivel superior no deberıá “confiar ciegamente” en los resultados 
de software o calculadora. Deberıá ser crı́tico, por medio de las propiedades anteriormente 
expuestas y del trabajo sobre las cuestiones analı́ticas de las funciones periódicas o 
aperiódicas. Ası́, es un buen ejercicio que se plantee a futuros docentes de matemática 
actividades que incluyan el uso de motores de respuesta o aplicaciones para celular, donde se 
pueda reconocer las limitaciones de dichos artefactos. 

El camino a seguir luego de que los aspectos perceptivos resultan limitados es el estudio 
sobre los aspectos analıt́icos de la función periódica. Deberı́a el profesor de formación docente 
hacer emerger estas limitaciones, en el aula de matemáticas, de tal manera que surja como una 
“necesidad matemática” el estudio analıt́ico por sobre lo meramente visual. 

El análisis llevado adelante por Reina y Wilhelmi (2019) con veintitrés estudiantes que 
cursaron segundo año, siete que cursaron el tercer año, cinco que se encontraban cursando su 
cuarto año y dos egresados del Profesorado de Educación Secundaria en Matemática (PESM) 
de un Instituto de Educación Superior Docente, muestran conflictos y dificultades en el 
reconocimiento de una función periódica. 

Se detectaron dificultades tanto en el reconocimiento gráfico, como en el analı́tico.  
 

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/ar/
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En el presente trabajo existe evidencia de que, nuevamente, la percepción visual juega un papel 
importante ya que la mayoría de los estudiantes observados perciben visualmente una función 
periódica donde deberían observar una función aperiódica y viceversa, aun conociendo la fórmula 
analítica de dicha función. Los estudiantes y profesores quedan entonces sujetos a lo ostensivo, a lo 
visual por sobre lo analítico. (Reina y Wilhelmi, 2019, p.326) 

Parece que en el trabajo de aula los profesores hacen hincapié en las representaciones de 
funciones periódicas trigonométricas más comunes, seno, coseno, tangente, etc. Esto último 
trae aparejado que al momento de observar la representación gráfica de otros tipos de 
funciones periódicas (no trigonométricas), cuasi-periódicas o pseudo-periódicas (como𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) ), aparezcan conflictos semióticos. 

La semejanza de la cuasi-periodicidad funcional con una aparente periodicidad en las 
representaciones gráficas de las funciones hace que los estudiantes, perciban la periodicidad en la 
gráfica. La aperiodicidad entonces se mimetiza con la periodicidad y viceversa. Lo ostensivo prima 
por sobre lo no ostensivo, se activan tanto la dimensión dual (ostensivo- no ostensivo) como la 
dualidad (personal- institucional) ya que el alumno debe emplear su “cognición” tanto “personal” 
como “institucional” (Godino et al., 2009) es allí donde se manifiestan las dificultades. (Reina y 
Wilhelmi, 2019, p.326) 

Nuevamente se observa el fenómeno que se mostró para el caso de la percepción de la 
aperiodicidad de los números irracionales, la mimetización ostensiva de objetos matemáticos. 

El origen del fenómeno de “mimetismo didáctico” se observa, en el caso del reconocimiento 
de regularidades y patrones en la búsqueda de la periodicidad y de la no periodicidad 
funcional, como producto de la “intersección” entre cuestiones de contrato didáctico, 
cuestiones relativas a la cognición y al conocimiento de las nociones matemáticas previas. 
(Reina y Wilhelmi, 2019, p.327) 

Nuevamente empleamos la metáfora del “iceberg didáctico” para analizar las dificultades 
asociadas a la construcción de la noción de función periódica en formación de profesores 
(figura13). 

 

Figura 13.Iceberg didáctico para el caso de la función periódica. 

El iceberg didáctico muestra en su cara visible a la noción de función periódica, y en su faz 
oculta las dificultades que se observaron en el proceso de estudio. Principalmente dichas 
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dificultades se centraron en el reconocimiento de la periodicidad funcional en la 
representación de las diferentes gráficas de funciones, pero también en la no identificación 
analıt́ica de las mismas. 

La dualidad unitario-sistémico permite interpretar conflictos manifestados por estudiantes, 
que observan el “todo” de la imagen donde únicamente se observan las dualidades: 1) 
ostensivo-no ostensivo en la representación gráfica y la analıt́ica; 2) expresión-contenido en 
las propiedades que se pueden atribuir a la función a partir de una interpretación de sus 
representaciones.  

Reina y Wilhelmi (2019) concluyeron la gran dificultad para los estudiantes del hallazgo de 
los perı́odos mı́nimos de algunas funciones y diferenciarlos de aquellas funciones que no 
tenıán perıódo. Por tanto, es de gran importancia para el estudio de la periodicidad funcional 
el estudio analı́tico de funciones, de sus perı́odos mı́nimos, de funciones cuasi periódicas y de 
aquellas que no siendo periódicas su diferencia sı́ lo es, como por ejemplo:𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − ⌊𝑥𝑥⌋ o 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − ⌈𝑥𝑥⌉, siendo ⌊𝑥𝑥⌋ y ⌈𝑥𝑥⌉ las funciones piso y techo, respectivamente. 

El estudio analı́tico se hace indispensable. Por ejemplo, la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − ⌊𝑥𝑥⌋ tiene una 
representación sencilla (figura 14) de donde se deduce que tiene periodo 1.  

 

Figura 14. Representación gráfica de la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − ⌊𝑥𝑥⌋. 

Asimismo, la demostración analıt́ica tampoco es complicada. En efecto, supongamos que la 
función dada es una función periódica. Entonces, por definición: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑝𝑝) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ⇒ 𝑥𝑥 + 𝑝𝑝 − ⌊𝑥𝑥 + 𝑝𝑝⌋ =  𝑥𝑥 − ⌊𝑥𝑥⌋ ⇒ 𝑝𝑝 = ⌊𝑥𝑥 + 𝑝𝑝⌋  − ⌊𝑥𝑥⌋ ⇒ 𝑝𝑝 ∈ ℤ 
Claramente, p es un entero ya que las dos funciones parte entera devuelven enteros. Existe 

𝑝𝑝 > 0, que satisface la ecuación 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑝𝑝) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). El menor entero positivo es 1. Por lo tanto, el 
perı́odo de la función es 1. (Shingh, 2011, p.365). 

Por tanto, la prueba o demostración del valor del perı́odo mı́nimo de una función es uno de 
los medios más idóneos para responder sobre la periodicidad de una función o sobre el perı́odo 
primitivo. También es esperable que ocupe un lugar en la formación de profesores. 

5. A modo de conclusión 
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A lo largo de este trabajo hemos empleado el fenómeno de “mimetismo ostensivo” para 
explicar algunas dificultades didácticas en la construcción de dos objetos matemáticos 
diferentes como son los números irracionales y la función periódica (figura 15). 

Por tanto la prueba o demostración del valor del perı́odo mı́nimo de una función es uno de 
los medios más idóneos para responder sobre la periodicidad de una función o sobre el perı́odo 
primitivo. También es esperable que ocupe un lugar en la formación de profesores. 

 

Figura 15. Dificultades didácticas compartidas en el aprendizaje de la aperiodicidad numérica y la 
periodicidad funcional. 

A pesar de ser objetos matemáticos diferentes tienen puntos de encuentro que se han 
mostrado a lo largo de este trabajo. 

La percepción visual en el proceso de visualización de ambas nociones matemáticas fue uno 
de los aspectos claves en las dificultades mostradas por los estudiantes. La percepción visual 
es parte del proceso de visualización de una noción matemática. 

Los procesos de visualización, y sus resultados, los ‘objetos visuales’, ‘imágenes’ o ‘visualizaciones’, 
intervienen asociados a determinadas tareas en las cuales se realizan ciertas prácticas apoyadas en 
otros objetos y procesos.[…] Los ‘objetos visuales’, y los procesos de visualización de donde 
provienen, forman configuraciones o sistemas semióticos constituidos por los objetos intervinientes 
y emergentes en un sistema de prácticas, junto con los procesos de significación que se establecen 
entre los mismos (esto es, incluyendo la trama de funciones semióticas que relaciona los objetos 
constituyentes de la configuración) (Godino et al., 2012, p.168). 

De acuerdo a lo expresado informalmente por los estudiantes para profesor, ellos no han 
sido enfrentados a situaciones donde tienen que decidir si un número es irracional a partir de 
gran cantidad de cifras decimales, sin conocer su estructura de origen. Es más, para alumnos 
de Educación Secundaria, aun conociendo los números que dan origen a las cifras decimales, 
continúan produciendo conflictos semióticos. Por tanto, la introducción de este tipo de tareas 
en Educación Superior puede contribuir a que emerjan conflictos que son necesarios para que 
el estudiante pueda construir, de forma viable y eficaz, la noción de número irracional. 

Si bien algunos profesores suelen desarrollar la noción de número irracional a partir de la 
de número racional en “interacción didáctica dialéctica” (Reina, 2016), implica el tratamiento 
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no sólo de objetos matemáticos asociados y opuestos a dicha noción, sino a objetos dialécticos 
de tipo cognitivos presentes en las actividades solicitadas (figura 16). 

 

Figura 16. Posibles interacciones entre objetos matemáticos y cognitivos “dialécticos” de dos nociones 
matemáticas. 

De forma similar ocurre con la noción de función periódica, donde también son fuente de 
conflictos y dificultades didácticas las dualidades mostradas en la figura 16; a saber: 
periodicidad ↔ aperiodicidad, patrón (perı́odo mı́nimo) ↔ no existencia de un patrón, función 
cuasi-periódica ↔ función pseudo-periódica, regularidad (gráfica) ↔ (irregularidad), patrón 
(gráfico) ↔ no patrón (gráfico).En la tabla 2 se muestra un resumen de las dificultades 
observadas. 

Tabla 2. Resumen de dificultades asociadas a la construcción de número irracional y de la función periódica. 

Número irracional Función periódica 

Una aproximación intuitiva de lo periódico por 
contextos numéricos preexistentes en ciclos o años 

anteriores. 

Una aproximación intuitiva de lo periódico por 
contextos cotidianos 

Desconocimiento de existencia de números irracionales 
con desarrollo decimal pseudo-periódico (números cebra o 

esquizofrénicos). 

Desconocimiento de existencia de funciones cuasi-
periódicas y pseudo-periódicas (por ejemplo 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 +

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) 

Desconocimiento de otras representaciones igualmente 
válidas para el reconocimiento de la aperiodicidad 

numérica, por ejemplo la fracción continua. 

Desconocimiento de métodos analíticos para encontrar 
el período mínimo de una función periódica, por ejemplo 

por m.c.m. entre fracciones racionales e irracionales. 

Ruptura de contrato, los estudiantes no han sido 
enfrentados a tareas de reconocimiento de la aperiodicidad 

decimal de un número cuyo desarrollo implique muchas 
cifras. 

Ruptura de contrato, los estudiantes no han sido 
enfrentados a tareas de reconocimiento de la cuasi-

periodicidad o la aperiodicidad funcional en forma gráfica 
y analítica. 

Cuestiones de cognición donde la percepción visual 
plantea potencialidades y limitaciones. 

Cuestiones de cognición donde la percepción visual 
plantea potencialidades y limitaciones 

Limitaciones de los artefactos empleados al momento 
del reconocimiento de la aperiodicidad numérica. 

Limitaciones de los artefactos empleados al momento 
del reconocimiento de la periodicidad funcional. 
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Imposibilidad del software de mostrar las infinitas cifras 
decimales de un número irracional. 

Imposibilidad del software de mostrar gráficamente la 
infinitud de una función periódica. 

La demostración como método para probar si un 
número es o no irracional. En general se requiere de 
matemática avanzada para probar la irracionalidad de un 
número. 

La demostración como método para probar si una 
función es periódica o detenta un período mínimo. 

 
Todas las dificultades señaladas se encuentran en la zona intersección de las cuestiones de 

dimensión normativa, cognitivas y de estado de conceptualizaciones de la nociones implicadas, 
salvo las referidas a las limitaciones de los artefactos tecnológicos (figura 17). 

 

Figura 17. Emergencia del fenómeno de mimetismo ostensivo compartido en la construcción de dos 
nociones matemáticas. 

El fenómeno de mimetismo ostensivo muestra, tanto en la introducción y desarrollo de los 
números irracionales como de la función periódica, un “apego” por parte de los estudiantes a 
lo ostensivo, a lo “visible” antes que a lo analı́tico. Además, esta visualización requiere de 
conocimientos anteriores cuya inestabilidad se observa en las diferentes respuestas. 

Si solamente las interacciones provienen de aproximarse a funciones trigonométricas 
“tradicionales”, estereotipadas o a reconocer la irracionalidad de un número real en casos 
“sencillos” (√2,√3,√5, etc.), el estudiante responderá en base a esos conocimientos implı́citos. 

Las limitaciones de software mostradas en este trabajo deberı́an incentivar a los futuros 
docentes a incorporar este tipo de actividades o tareas donde el estudiante analice 
crı́ticamente las respuestas obtenidas por este tipo de artefactos y software, como muestra de 
la necesidad de la demostración formal en matemáticas.  

En suma, la demostración o prueba es un medio necesario para determinar la periodicidad 
o aperiodicidad de una función o la irracionalidad de un número (con las limitaciones de los 

Fenómeno didáctico de 
mimetismo ostensivo 
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conocimientos matemáticos previos de los estudiantes) y, por lo tanto, es necesario para la 
construcción de estas nociones matemáticas. 
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